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.0 scritto questo Corso di Matematica Sublime princi- 
palmente per. usarne nelle mie Lezioni. 11 primo Tomo, che 
ora do alla luce , contiene il Calcolo delle Differenze Finite ; 
negli altri due y che stanno stampandosi-, everrà esposto il Cal- 
colo Differenziale ed Integrale. 

Scrivendo quest' Opera mi sono attenuto ;àlle norme trac- 
ciate dal Regolamento per ?gli Studldelle due Università Na- 
zionali (a). Mi sono per verità esteso molto più al di là che noi 
comporti run semplice Corso «di Lezioni: ma, se non mi lu- 
singo soverchiamente, ho riempiuto un vuoto che pur rima- 
neva , procurando a*Gohivatori delle Matematiche un Trattato, 
per quanto era possibile, completo di questa.parte delle Scienze 
esatte e delle loro applicazioni, dettato in lingua Italiana. 

Ne una »r ale estensione nuocerà punto axhi bramasse 'd'at- 
tingere in queste Teorie soltanto i primi Elementi ; imperoc- 



(a) Ecco quanto prescrive il Regolamento -delle Università. 

Il Corso di Matematica "Sublime 'dee continuare due anni Scolastici . 
Debbono insegnarsi in esso „ H Calcolo dèlie Differenze Finite , co» le 
Applicazioni , tra le quali debbono avere il primo luogo 'quelle aUe '•] 
bilità ed alle sorti nei Giochi d' Azzardo ; il Caleolo Differenziale ed 
graie, con le Applicazioni alle cose di -pura Analisi, alle cose di Geoi 
e Meccanica Sublime-: il Calcolo delle "Variazioni de'bbe esservi compreso,,. 

In quest'insegnamenti debbono escludersi gf infinitesimi e tutto debb' es- 
sere appoggiato alle Teorìe delle quantità finite ; e perchè di questi Calcoli si 
veda il nesso che hanno tra loro, debbono essi dedarsi dai Principi d'Anali- 
si Derivata , della quale non sono che rami particolari . 
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che egli potrà impararli leggendo unicamente que* paragrafi 
che neir Indice non sono notati eoli* asterisco *. ' 

Quantunque io sia stato sollecito di vendere il suo dritto 
agli Autori citandoli quando ho dovuto valermi delle loro sco- 
perte; pure se per avventura avessi obliato questo dovere, di- 
mando che un tal difetto si ascriva piuttosto ad inavvertenza, 
che al desiderio d'attribuirmi cicche appartiene altrui . Sento 
di dovere assaissimo a chi mi ha preceduto nello scrivere di 
queste materie, e senza i loro lumi questo mio lavoro sarebbe 
riuscita più imperfetto •„ 

Soggiungo relativamente a questo primo Volume che nelle 
applicazioni dei Calcolo delle Differenze Finite ho reputato 
opportuno d'estendermi principalmente trattando^ la Teoria 
delle sorti negli Azzardi r ed in generale delle Probabilità , 
siccome quella che negli altri Corsi, sin ora pubblicati, è stata 
quasi intieramente negletta: eppure il Calcolo Finito trionfa 
in queste ricerche ove gli altri Calcoli rimangono quasi senza 
efficacia ; per modo che taluni non han dubitato di chiamarlo 
= la Bacchetta Magica degli Indovini per i problemi di questo 
genere =. 

A quel più che è necessario a sapersi supplirà Y Indice 
di ciò che si contiene in questo Tomo. 
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PRINCIP.J TONDAMENTALI 

DELL'ANALISI DERIVATA 

1NECESSAR J PER STABILIRE I T0NDA5JENTI DEL CALCOLO 

DELLE DIFFERENZE FINITE 
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§. i. TL Calcolo cui. ho dato (a) il nome d* Analisi 
JL Derivata > comprende tutti quei rami di Anali- 
si, per i quali % fu stabilito un simbolo d* operazione , e fissa- 
to un algoritmo per, calcolarli . Questi trovano incessa la sor- 
gente comune /ed il ^oro punto., per dir così , di contatto ; di 
modo che il calcolo diifeyenziale/ed il. calcolo degli esponenti , 
non souo che branche di Scienza /dira mate dallo stesso principio . 

Il principio fondamentale di una tale Ahalisi , ,e ;che si 
chiama Principio di derivazione , -consiste nel considerare una 
quantità qualunque semplice yo composta in diversi stati dipen- 
denti uno, dall' altro per una medesima leggere il suo princi- 
pale oggetto è di rintracciare le proprietà di questa medesima 
quantità f relativamente ai suoi stari, per quindi fare uso delle 
.stesse proprietà nella soluzione -dei problemi . 

Rappresentiamo per y una quantità qualunque , e facendo 
soprafdi t essa una determinata /operazione , supponghiamo d'otte- 
nerne per risultato un' altra quantità Y . E' manifesto che Y 
Tom. I. A 
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(a) Analisi derivata : Paria 1802. 



dipende da y+ e che ogni rapporto tra y e Y consiste nelT o- 
perazione , per cui abbiamo derivato una di quelle quantità 
dall'altra. 

La y si chiama Quantità o Funzione Derivatric$ . Dice- 
si derivare il fare la prescritta operazione ; e con la lettera d 
messa avanti alla Derivatrice, si indica il risultato Y di questa 
operazione medesima > che è dunque rappresentate per dy . 
Chiamasi infine Quantità o Funzione derivata questo stesso 
risultato dy. 

Se ora trattando dy come y , si deriva da dy con la mede* 
sima operazione un' altra quantità d(dy) y che. possiamo indi- 
care per cty , si avrà una seconda quantità derivata dà dy co- 
me questa da y\ e così se ne avrà una terza, una quarta, ce:, 
di modo che secondo questo principio r la seguente serie y^dy^ 

dy^d'yt d"y ci rappresenta col suo primo termine 

la quantità , dalla quale si deducono tutte le altre, e che ab- 
biamo chiamata funzione derivatrice: col suo secondo termi- 
ne, la derivata prima o di primo ordine; col suo terzo 1» 
derivata seconda o di secondo ordine ec. ec. e col suo- 

(^t finto •• i » ttitna -,. 

772 -+• i ) la derivata m àiy. 

§. a. La legge di derivazione, la quale ci prescrive Y o- 
perazione , che deve farsi per dedurre o derivare una quantità 
da tra* altra, potendo essere qualunque, non è possibile in con* 
seguenza trattare delle proprietà di quella serie di quantità de- 
rivate che nelle sue applicazioni, nelle quali sia individuata 
questa legge medesima ; pure sarà utilissima cosa considerare 
nella lesse di derivazione due casi- 

i°. Può la legge di derivazione essere tale, che ogni dep- 
rivata ottenuta , diventi la derivatrice per la derivata successi- 
va , senza avere alcun riguardo alla prima quantità , dalla qua- 
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le tutte le altre si deducono, e die si può considerare come la 
base del sistema . 

V. Può la legge di derivazione essere tale , che nel pas- 
sare da una delirata all' altra , richieda che abbiamo riguardo 
alla derivatrice, base del sistema* perchè obbligata nella stes- 
sa operazione di derivazione . 

Di qui nasceranno due rami generali di sistemi di deriva- 
zione >i quali avranno proprietà distinte uno dall'altro. Ma 
ritornando a considerare il principio generale delle derivazioni ? 
è facile concepire * che preso questo in tutta la sua estensione > 
Y Analisi cui dà origine , è per dir così infinita , poiché essa ha 
tante branche particolari , quante sono le operazioni che posso- 
no immaginarsi indicate da d , le quali sono all' arbitrio del 
Geometra , e però infinite di numera . 

L' Analisi derivata adrmque abbraccia in generale qualun- 
que ramo .d'analisi* che si raggiri sopra la maniera di dedurre 
una quantità da un 9 altra > e sul determinarne le proprietà . Co- 
sì tutti quei rami di calcolo per i quali fa stabilito un' algorit- 
mo, cioè la Teoria de^i Esponenti ; il calcolo delle differenze 
finite ; quello delle funzioni analitiche*, sul quale è basato il 
calcolo differenziale , e il calcolo delle variazioni ; la Teorìa 
delle facoltà numeriche, formano tante parti d'analisi deriva- 
ta > e dipendono dallo stesso principio : di modo che tali rami 
si possono considerare come compresi tutti in questo Calcolo 
generale . 

$. 3. 1/ Analisi derivata ha àac parti . Tutto ciò che si e 
detto fin' ora appartiene alla prima parte > che si chiama Anali- 
si derivata diretta > perchè c'insegna a passare dalla Deriva- 
trice alle sue derivate: l'altra parte si chiama Analisi deriva* 
ta inversa y e a questa appartiene tutto ciò, che ha rapporto a 



^ 



\ 



IV 

ritornare da una: proposta derivata alla sua Derivatrice . Tro- 
vare la Derivatrice di una quantità z ^considerata, come una de- 
rivata tfellf ordine zz, vuol dire* trovare quella quantità a?, so- 
pra lai quale eseguita n volta V operazione di. derivazione , tor- 
ni! pese risultato z. 

1/ operazione- che* deve farsi* sopra una- funzione derivata^ 
per ottenerne la Derivatrice , s* indica per D. A questa lettera: 
si dà un' indice eguale al* numero? delle* volte -, . che deve ripe* 
tersi la détta operazione ,. ed il risultatole rappresentato simbo- 
licamente- per la quantità stessa * su- onr dobbiamo operare, pre- 
ceduta dalla caratterisricakD affetta- dar detto* indice ; . 

Se dunque riguardiamo* z come una derivata ■. prima della : 
quantità incognita x>.Y operazione da farsi sopra z per ottener- 
ne la Derivatrice », ci darà. iL risultato. simbolico Dz, che* 
ci rappresenterà là: medèsimaancognita ^ avremo- perciò x rDz. . 

Egualmente- se-oonsidèriàmo^.: come- una: derivata secondai 
di una funzione Derivatrice incognita jpj.sar&tt^D's; indi- 
cando per D* T operazione ripetutadue volte: primièramente so- - 
pra zper averne- Dz ; % e- poi : sopra: questo » stesso* risultato Dz 
per averne* DDz ovvero >D 2 a;. Infatti" sia u là: derivata*: prima 
di x , 3. sarà, allora* là. derivata: prima* di u> & delle tre- quantità 
x , u , z sarà, x là Derivatrice- di : u r ed u là\ Derivatrice di z : 
Dunque avremo x = Da, ur—Dz^ dalle quali "sf ricava x = - 
DDz = D 2 z . Nella- stessa guisa rappresentando* per z una de- 
rivata: terza * la sua: derivatrice- sarà: rappresentata: simbolica- 

mente per D r s; ed' ih generale- se z h una; derivata tz * c la 

Derivatrice x sarà.= D*£.. 

Siccome una*, stessa quantità: z può essere • riguardata come- 
una: derivata- prima , seconda, ec.} cosìlaiDeriwatrice /^diunài 



quantità f > chiamasi la Derivatrice primar r seconda jk terza , 

ec. secondo che z h una derivata: prima, seconda, ec Quanda 

^ « * * 

poi si dice che D z rappresenta. Iàr Derivatrice n" ma di jc, vo- 

gliamo significare che D z rappresenta- quella quantità x, dalla 
qualeper mezzo di n operazione di derivazione si ottiene z . 

§." 4. L'operazione indicata per D è precisamente F inver- 
sa* di quella indièataper d \ in quanto che essa disfa ciò che ha 
fatto là" prima -.. Nella serie y^dy\d^y^d?y^ ec. si passa da un ter- 
mine* A al* suo successivo B per mezzo dell' operazione* indica- 
ta- per~<i fatta- sopra il prima A; e si passa da un termine B a 
quello* che Io precede A r 0' si torna indietro* per mezzo dell' o- 
perazione indicata da D " fatta sopra- lo' stesso- B . 

Delle due quantità x 7 z essendo z là derivata; n di x , 

sarà viceversa x là Derivatrice n di z. Considerando il - 
pnmo rapporto abbiamo fra di esse questa: equazione (1 ) +~ . . • 

2T= a x : . 

E considerandone ir secondò, abfcianurquest* altra equazio- 

ne (*) . • • • # = D z. Così le due equazioni ( 1 ) e (a) sono una 
ITinversa dell' altra; sussistono nello ? stesso* tempo , e non di- 
cono in sostanza che là: stessa' cosa : . 



Prendiamo ora là derivata n 



esirvs 



deir equazióne * »= D z > 
ed! avremo:* d"x =* d"D"z ; ma d"x = z y dunque tì*D*s = z ; 

cioè y. Za: derivata: u . della: Derivatrice" n . / di z e e- 
gfiale aitai stessa z. 

Se facciamo u~d z, avremo z=Jj «=Doz : «dunque 



• .» 



<LD z=D dz, cioè 



VI 

,» La Derivatrice flelk derivata dello stesso ordine di una 
n quantità , è sempre eguale alla derivata della Derivatrice del- 
ti lo sfesso ordine > appartenente alla medesima quantità . 

§. 5. Nella derivata qualunque cfy dejr ordine n * 1* in- 
dice n ci dice quante volte si è ripetuta T operazione di deri- 
vazione sopra la derivatrice y . Se si aggiunge una unità ad n 

avremo d y , che sarà una derivata ò" un ordine maggiore 
di una unità , o una quantità la «piale avrà subita una opera. 

zione di derivazione di più di ay . Egualmente d y à indi- 
cherà una quantità , ohe ha subita una operazione di deriva- 
zione di meno di ay y o che dopo aver subite n operazioni di 
derivazione , ha subita un' operazione contraria > ia quale di- 
struggendo ciò che aveva fatto l'ultima, l'ha ridotta a non es- 
sere il risultato /che di tz - i operazioni fatte sopra la deriva- 
trice. y r 

Nella serie y , dy , d'y , d?y , ec <fy si passa da 

un termine alj' altro verso la destra , facendo sulT uno 1' ope- 
razione di derivazione » che si rappresenta con l' aumento dell' ii« 
nìtà nel!' indice ; e si torna da un termine all' altro verso la si- 
nistra , facendo un* operazione opposta alla prima , o che di- 
stragga ciò che quest'ultima ha fatto ? il che 4 rappresenta col 
diminuire di una unità l' indice. 

lì ìndice o ci mostra nessuna operazione fatta sopra k 
derivatrice « per il che restando essa inalterata » si ha 

d°y = d m ~ m y=zy. 

• Infatti nella citata serie da una derivata qualunque si giun- 
ge al primo termine , quando sopra di essa si fanno tante ope- 
razioni inverse, quante essa ne conteneva delle dirette, ciò 



vii 
che si rappresenta col diminuire l' indice di una quantità egua- 
le ad esso medesimo. 

§. 6. Ma cosa indicheranno le derivate ad indici negativi ? 

La derivata dell' indice - i di una quantità^, cioè d y y 
deve essere a riguardo di y ovvero d°y , ciò che è questa a ri- 
guardo, dì y : esprìmerà dunque d y quella quantità , sopra la 
quale eseguendo Y operazione di derivazione , che faceva pas- 
sare y a divenire dy , faccia passare d y ad essere y . 

La derivata d y sarà riguardo a d y , ciò che è questa 
riguardo ad y > ovvero ciò che è y riguardo a dy , e così di se* 
guito : le derivate adunque ad indice negativo s' otterranno per 
una operazione inversa a quella , per la quale si ottengono le 

derivate ad indice positivo: così per ottenere d y dovremo 
fare sopra/ una operazione inversa a quella che facevasi per 
ottenere dy : intendendo per operazione inversa un* operazio- 
ne che porti per óT y un tal risultato > sopra cui eseguita Y ope- 
razione diretta di derivazione, se ne ottenga la stessa jf di nuovo* 
In alcuni sistemi le derivate ad indice negativo sono la 

stessa cosa che le Derivatrici , cioè éT y «= D*y . 

Accade ciò in quei sistemi , nei quali la legge di deriva- 
zione appartiene al caso espresso §• 2. N°. 1. Al contrario le 
Derivatrici sono ben diverse dalle derivate ad indice negativo 
in quei sistemi > la cui legge di derivazione è contenuta nel ca- 
so §. 2. N°. 2. 

Le derivate adunque ad indice negativo sono i termini 
della serie formata dalle derivate ad indice positivo prolunga- 
ta indietro » di modo che in generale la serie sarà 

d~*y ,d~ z y>d~*y tàT 1 y ,d°y>d l y >d 2 y >&y 
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§. 7. Una unità dell' indice ci mostra una operazione di 
derivazione da eseguirsi ; conserveremo V analogia se per un 
indice che sia una frazione dell^ : uoitiL, noi indicheremo una 
corrispondente porzione (T. operazione f di .derivazione ,da ese- 

guirsi; così d*y ci indicherà che sopra y dobbiamo fare un 
mezzo il 1 operazione * ,cioè fare una tale operazione sopra y 

per avere cty , che ( ripetitta là stessa ..sopra d^, abbiasi il me- 
desimo risultato t che nel fare una .intera operazione di deriva- 



I I 



zione sopra y > .di inodo che sia d 2 d*y = dy. 

M 

Egualmente d "y ■ essendo n > m , e' indicherà che sopra y 
dobbiamo fare una porzione — d'operazione di derivazione; ciò 

che otterremo facendo prima .sopra y una porzione — d' opera- 



tsimù 



zione e .ripetendola m volte. Questo n d'operazione deve 
essere .tale .che se fosse ripetuto n volte , dovrebbe dare lo 
stesso risultato dy> che ci dà una intera operazione di deri- 
vazione . 






Nella stessa maniera d y essendo p <n sarà .eguale 

. ...... t .* jT • • - 

L 
ad d yjtci indicherà jche sopra y bisogna : eseguire, m vol- 
te T intera operazione .di derivazione > e sopra il risultato di 

essa bisogna eseguire la porzione (£ )/*/«* d'operazione di de- 

rivazione. 

§. 8. Le derivate ad indice frazionario ci indicano adun- 
que delle quantità derivate dalla funzione Derivatrice per un 
certo numero d* operazioni di derivazione intere , e per una 



porzione della detta operazione indicata dalla frazione^ che 
« contiene nell* indice; saranno adunque <da -esse rappresentati t 
termini inteimedj ira quelli della serie ilei §. 6.: così se fra dy 
e d*y si volessero ire termini intcrmedj , questi sarebbero indi- 
cati come segue 

<dy,d+y , d+y , d+y , d+y =* d 2 y : 

dosi gì* indici essendo in progressione aritmetica, i termi- 
ni sono legati fra loro per la legge di derivazione del sistema . 
.Si ricava da tutto questo un Teorema importante i 
„ Quando la legge di derivazione è tale > che V operazio- 
^ ne per mezzo della quale si deriva una -quantità éall* altra » 
^ pub essere fatta a porzioni in più volte , allora le derivate a 
^, indice fratto sono quantità reali, perchè esistenti in natura; 
^ se al contrario quella, operazione non pub essere , per dir co- 
„ sì , divisa o ^concepirsi divisibile in porzioni , Y aggregato del- 
n le quali renda la stessa operazione indora > allora 4i natura 
i, sua non possono .esistere termini o derivate a indice frazio- 
„ nario , ed un problema che in un tal sistema di derivazione 
„ conducesse ad una derivata ad indice fratto , dovrebbe aveiv 
» si per impossibile , e converrebbe riguardare quella derivata 
„ come lina quantità immaginaria , che non può esistere in uà- 
„ tura. 

;L* enunciato teorema lia un uso immediato nella teoria 
delle interpolazioni per decidere a priori se Y interpolazione 
può aver luogo fra i termini di una serie , della quale si cono- 
sce la natura o la legge che lega i termini stessi . 

„ §. 9. ^Proposta una qualunque quantità o una funzione 

„ composta di più quantità , se essa è di tal uatura , che non 

„ abbia delle proprietà contrarie a quelle portate necessaria- 

„ mente dall' operazione di derivazione nelle derivate , questa 

Tom. I. B 
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„ quantità potrà sempre considerarsi come capace di forgiare 
yy parte di quel dato sistema di derivazione > essendo essa una 
n derivata se non ad indice intero y almeno ad indice fratto ; 
„ e perciò se <K una tal quantità fbese ricercata la Deriva- 
„ trice, si può concepire esistere in natura una quantità che 
v questa stessa Derivatrice rappresenti e che soddisfaccia alla 
» nostra ricerca . Al contrario se le proprietà di una data quan- 
9 9 tità saranno incompatibili con quelle che necessariamente de-* 
v vono avere le derivate in un dato sistema > allora questa quan- 
n tità non potrà mai considerarsi come una derivata del me- 
n desimo sistema > e perciò V indice che segnerebbe V ordine 
«della derivata-* non potrà esistere in natura: non si potrà 
» dunque immaginare una quantità che rappresenti la Derì- 
a vatrice di quella quantità proposta > e sarà in conseguenza 
» la ricerca di. una tale Derivatrice > una ricerca impossibile i 
» e quella Derivatrice nna quantità immaginaria . 

In questo e nelT antecedente paragrafo è contenuta la sor* 
gente generale degli immaginari.'. Ciò che s* intende comune*- 
mente per quantità immaginarie non è che una classe partico 
lare di quantità appartenenti ad un sistema particolare d'ana*» 

tisi derivata» 



I. 






CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE 

CAPL 

PKJNCtfJ GENERALI DELIRE DIFFERENZE 

E DELLE SOMME. 

pìfferenziazione e Integrazione delle Finzioni 

di una sola Variabile. 



$• V QE per y rappresentiamo una qualunque fanzio- 

ISJ ne di *, e se snpponghiamo che dalla stessa 
funzione ■> quando x vi è divenuto a-f-u ( essendo w una quan- 
tità qualunque costante , p piò generalmente una quantità in- 
dipendente da cp ) cioè da y > fi sottragga la primitiva firn- 

zione ? -> s' avrà la differenza y - — y che sarà yga qaaar 

$tà derivata da ^ per mezzo della suddetta operazione ; di 

* • 

modo che indicando al solito questa operazione per d-, a» 



vremo 






* 

Facendo ora sopra dy la stessa operazione di deriva* 

4? 

zione cfce abbiamo fatta sopra y » avremo per esprimere u- 

X 

sa seconda derivata dy la quantità <fy — dy , sarà 
cioè d*v = dy — dy • Così <£*y = «Tv t- <Ty ; ed 

in .generale dy = a v — d" v. 






& MATEMATICA SUBLIME 

Questa sistema di quantità derivate rappresentato simbo- 
licamente dalla serie, 

? >dy , cf> > d*y 

^K *X ^* *i 



X 



b conosciuta sotta il nome di calcola delle differenze finite 
o semplicemente delle: differenze *. • 

Si fa usa della lettera greca A.* come caratteristica pro-~ 
pria di questo:» ramo d* Aitatisi > per indicare precisamente 1' o- 
perazione che abbiamo, qui sopra indicata per d. Le derivate 
poi dy , d*y , ec. non solo» per mezza di questa nuova ca- 

X Jt: »v 

ratteristica si scrivono, così Ar >A!y >A ? y » ec. % ma chiamane 

^^* * Xr 

sì anche col nome particolare* di differenze* finite r o sem- 
plicemente di differenze .. Si chiama Ay la differenza pri- 

X. 

ma di y ; A 1 ^ la differenza seconda ; A!? la differenza 

X' XI A 

ferza ; ed in generale A*.y là differenza n l di y .. 

x x 

Le operazione di prendere le differenze dicesi differen- 
ziare-. 

Dalla natura, di queste differenze risulta che la differen- 
za seconda di y r cioè Ay è la; differenza prima di ky ; 

Xl X.' X 

che la differenza terza di y > cioè A ? V è la differenza pri- 

X.' X: 

m 

ma di A 2 ^ i ed in generale la differenza n di y r cioè- 

*" ■ — * 

A*!y è la differenza prima di A. .y - 

X>' jftr 

§. % -Dopa tutta questo* sarà facile vedere come possa- 
no aversi le differenze delle diverse funzioni di x . Suppone 

ghiaino y -=cq. ed avrema 



x> 

Ay —y — y ==A# ==(aMr«.) — *• =ro*. co~f- 

' ^^^ i) «*^ a w < ^ wC *:" ,)(w ~ >) ' a^^ 8 Bi < H--^ l«t qual foiv 

mula termina quanda m è un numero intero e positivo .. 

S« jra==o,=^ Lt<=»,.==3- 1 ===;4 J) ==s=5,==6 1 : ea abbiamo* 



.V 
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A» # : 


=Ai = 


o 


i 


- 


&&': 


=(«l 








Ax': 


= aa?w— i-w T 






A*> = 


= 3#*w.H 


K 3^ -+W* 






A* 4 = 


=4ae } wH 


* óaAo 1 h* 4aw' •+■ w* 






A*': 


= 5«? 4 w H 


h I O0C J W* Hr I O3C 2 C0 3 h- 5ffto* . 


H-tt* 




A*^ 


= óafto «+ 1 s« 4 w* h- «oa? V -4» 1 5«*w 4 « 


+6a?oo^H-V 






ec 

• 


ce ce*- 


ec. 




Sia ora /Ti = 


— t? i % = — si* ee. ed avremo 




àxT 




** *, 1 # 4 


• "" 


* 


Ax~ 




= -*--» -h =-r — 2-r H* ec. 





ec ec- eo; * 

Egualmente se «t è un numero fratto , per esempio m = — » 
abbiamo A* f = A vW -f- Jl -* -f! ec. 

* 3^*^ «•**' 8i>/** 

Supponguiamo* adesso ^ = logar* che più semplicemente 
indicheremo, per Ix : ( si" parla qui del logaritmi iperbolici ); 

noi avremo &y = A&»; = /(«--f^w ) — lx = l^^\. 

Sviluppando in serie là quantità logaritmica Z(^?) =— • 

T( r H--j)> si ha là differenza, finita di Za-, cioè &lx espres- 

sa per. una serie di un numera infinito* di: termini ia questa: 
guisa: 

x 2** 3* 3 4* 4 5**' 

> Supponghiama.y = a ; ed avremo Àa^== a*"** — 0^=5= 



X . Ci) 



a (a — r ); e- se vogliamo questar differenza; espressa in se- 
rie * basta sostituire invece di a. Ik conosciuta; serie l -*- 



t 

\ 
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wZaH-7(fcO*-*ns( Za ) , -*- ec > ed avmno 

Egualmente le differenze prime di queste funzioni xa* 
x<t* , a?' a , a? 4 a* ; ec. saranno 

A ( a?a*.)jK=(*H-w)a*"*"* — xa* = «a* (a v — i )4«aVi 
£ ( ^ a* ) = #' a* ( a* — i ) -H 3 wd< * ** a * H- $M*dW -+■ 



. * • 



• » 

e così delle altre . 

Con la medesima faciKtà si hanno le differenze delle tras- 
cendenti circolari : per esempio , le differenze delle due trascen- 
denti sen x , cos x , saranno 
A sen x— sen (#-*»«) — se7ia?:=scrt*.coswH-se72MvCOsa?^- 

senx: 
Acosfle==cos(«-*-w) — cos «= cos*. cos w — senx.sen® — 

cosx. 

Per aver poi queste differenze espresse in serie ordinate 
secondo le' potenze di w , servirà sostituirvi le conosciute sp^ 
rie sfa* danno il valore di sen w , e di cos w , cioè fare 

Avremo allora 
ksenx^acosx—^senx—^cosx+^^enx-^,.. 



if 



w cos a? — ec. 









CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE CÀ?. t 



senx — ec. 



a. 3.4- 5 

Si vede come ci dovremmo regolare per trovar le diffe- 
renze prime di altre funzioni più complicate*. 

Sia y = *" sen x , ed avremo 



Ay z^fx^wf* sen(x-f+ic) — x $enx=cosu.(x-+> w)^X 

X 



m 



m 



senx* — sen®. (x-\*®y cosce — x senx: facendo ora lo 
sviluppo di quelle potenze, troveremo 



£Ly =(casw — i)x senx-jrCOSv<[ 



ai — r 
/f»t*j* senx 



• ••«»» 



mim — f).w*x senx 

■■é i ' ' ■ 

1.3- 



m(m— l)(w — 2)cg*g 

1.2.3 



-3 



sen x 



ec) 



é^senu>(oc cosx-+- 

tn mm 9 
«(• - 1 ) ( m.—%) «•** * eèsx 



«rw* mjv . m(m — i)w % x eosx 



2 .2 



ec.) 



-7 



1.2. £ 

Sia ^ =x cosxy e parimente sarà 



Ai* 

dy = (C0SW — l)# COSX-^COSV 






/ - % » «—2 



1.2 



m(m~ i)(m — 2Ì»' x m ~~ *c*sx 
» ■ ■■■■■■ . — .i— i ■— 

1.2.3 



{m-i)* % x m *~* 



«w«jr ' /#»# 



/#»# 



1.2 



»(f* — 1\)(* — 2) or* jr 3 *#* # „. \ 

1^2. a 



. •- • # 



ec.) 
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Supponghiamo per abbreviare 



,se/2W=a;<cosw=c; i 



m ( m •— I ) w* *** « 



1 .2 



4 . 2. 



c, 



tee. 



cosw =£; ed in seguito 

,7»ttC0SW=M, 
<w ( m — I ) w' rof w 



N, 



1 .2 
flw(«W — l )( «i— 2)w J rtf/w 

■ ■ ' ■ ■■ ■ ■ '■ ». ■ ■ I». 

1.2.3 

iec. 



P, 



ed avremo 



IVI 



J?« H- ec. ) 



«i 



a» cosx ~ì-cosjx.(Ax -+Jix 



XjX 



«•— • 3 



ec ) 



A(x m jóosx)=i — W*cosa?HrCo$#.(M# "" .-+N* "*' -t- 



Po? 



«i — 3 



— I 



Bx 



— a 



C*' 



-3 



ec. ) 

. — ax senx — senx.^Ax 
ec. ) 

'« 'Se nói riguardiamo i n queste due ultime .equazioni x*sen x , 
x* cos x come due incognite , e supponghiamo ancora 



i 

^0 -+Ì4 



ov- 



vero 



al i — c«t u) 



g, otterremo 



a? sen x 



m 



agh(x (Cosx) — bg. A {x™ sen x) 
bgsen x . ( Ma/" ~~ f h- Na?" "~ * -+. Vx" ~~ 3 

Ca? w ~ S 



•4- og - cos a? *(Aa? H-Ba? 



< 

a^cosx.(Ma? 
agsenx.(Ax 



— i 



N* 



—a 



w — i « «—a 



-fBa? 



-t-Ca/" -3 



ec) 
ec.) 
ec.) 
ec.) 



/ 
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x cosx — ag.&(x seàx) — ?bg.&(x cosx) '. 

»t-bg.cosx.{Mx m -f-N* w 2 ~frVx m h-cc.) 
— bg.senx(Ax m ~ -+.Bx w "" H-Ca? w ~* -j-ec) 
--^.««««.(M* -hN» ~+.P« H-ec.) 

— ijjg'. /cas ». ( A* , H-Bap* %f-Ca? -f-ec^) 

Si&y =*(«H-w)(#H-a«)(*H*3w). .•►(*-*•#«)» essen- 
j3o n un numero intero e positivo, ed avremo 

ùy =(ap-h«) (**f-aw) (*— 1-3«) («-t-4<*) » » ' .(.«-^(«-H 

j )jiù) — a?(«»f-^)f *H*pw) - • • (*H-/»w)> espressione» che 
si riduce a quésta forma più semplice, 

• * 

Sia^ = a?(tf — w)(» — su) (.9 — 3«) . . . . (x^r/2w),ed a- 

yremo 

Av = (x-i* co) » (x— *w)t« — aw) ., . . (» — (a t- «).«) 
a? (a? — w}(#. — 2w )....( a?—- #w) e riducendo 

Aj> = «(a? — w)(a? — aw)....(vV — (.#■ — i).{a).(ii-t*i).p, - 



Sia ora y = , ■ *.. '* \ — *-. ed' avremo 

Ay = — f^H-,i )w-r— 7— ^ -f? - -r-\- 

Se ora lappreientjajttio per y e « due Amboni di p , la di£ 

■ X M 

ferenza finita del loro prodotto A (y .z) 64$ eguale a (z ~t- 




£om. I C 



' 4 

(a) Non avrebbe potuto trovarsi lg differenza finita di questa funzione 
4.4.3....*, ( detti* dasse di qpette , che Eulero chiama inesplicabili >) so v 
non f fosse stato eguale all'unità. Io penip che ciò derivi dall' essere nelle fun- 
zioni inesplicabili Ja x variabile in vero , ma la sua variabilità soggetta ad 
una certa legge, perla quale essa non può ricevere gli aumenti qualunque 
essi siano , ciò the tacitamente si suppone nel calcolo delle differenze finite. 
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&(y •* ) = s .&y <+y-&z H-As-A? : 

XX X X X X XX 

„ La differenza , cioè , ilei prodotto di dne finizioni è eguale 
» alla prima funzione moltiplicata nella differenza della seconda 9 
» più là seconda moltiplicata nella differenza della prima, più il 
99 prodotto -(Ielle dtw 4itferenze, n * Sentiremo -io seguito l'utilità 
di questa rego£;u «,..... 

§. ^. A'Bbiam veduto al §. i: òhe le diffetètiie éèconde delle 
fpnzieoi sono. le differenze prime tdell^ diflejìen^e prime di esse; 
che le differenze terze sono le % differenze prime delle differenze 
seconde; che le differente quarte sonò le diflferehze prime delle 
cKtfbrejjze» tteuze 9 e così- di- seguito ^-diinqpe^i? trovar© 1* diifèrerft 
za seconda di upa funzione , conjrprrài opeyq\;c t sopra la differenza 
prima 9 come si è fatto sopra là/fnii?iòoe/ipedeJima;iier avere quel- 
la stessa differenza prima: per trovare. la "differenza terza, conver- 
rà- operare sopra la differenza seconda 9 come si è fatto sopra l'a 
ptessp. funzione, e così di seguito. 

Ciò premesso > si cerchino le "differenze degli ordini superiori 

della potenza x . . ' 

Avendo tto vato al §! antecedente 'A* = nix " T - co h- • • • 

* . 

"* m ~ ! * x m w 1 h- ec. 9 s* avrà , facendo y eguale al secondo meni- 
bro di questa, eqnazione , &rx ==iAy » e perciò - 



Ly = A 1 *"' = A ( »«" "W !!!ì=y x m " V+») , ovvero (a) 



- : =2 JL- * -' * — 



• .• t 



II' r|; . • 1 » • " . 

(a) Nel prendere la differenza finita dell'aggregato dei* 'terrai ai* che m 
trova fra le parentesi, si è presa la differenza di ciascuno dei-detti termini: 
per dimostrare la legittimità di questa operazione » osservi che se abbiamo 
una funzione y eguale alf aggregato di due 'funzioni le ,a , cioè y = 

m h-z *..«&• A* k-A(a -*-8 )«=j* .1 ># .+* «,i ; 1 - * ,. e perciò 

Ay ==Az ^4-Am ; dal che si' vede che" per òrendére lì differenza finita dell' ag- 

• * x ,% > > r.w * x • ■• • i . • :. .' ..• / 

fregato di duo termini, serve prendere V aggregato delie, differenze di ciacca- 
no di'cpieeti tcfpxini 



i 

t 



i«»' * * . • - . * • - 
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E siccome le espressioni delle differente prime A-v > 

&x*~ , ec. si hanno dalla formula sopra fròvata'per &x col so- 
lo sostituirvi m — i , ovvero w(~»^ fec. ; luvecè.di./fl> cosi si pò- 

tra avere il valore di A a a? espresso pei- x e per u, e per dei coef- 
ficienti numerici. ..... ; 

...Trovata la ,differen£a seconda * pòtrehbesi con Io stesso meto- 
do trovare V espressione della differènza terza, ed iu generale, di 

jina differenza qualunque n j cioè di A df-.' Per esèmpio - 

. • * . I » ' ' ' ' 

£ia /«= 1 ed avremo A« = «> A I #=o> A 5 .x==?o, ec, 

Sia »r=£ . . . . A« ? 5=*= «wac^w* > A*a?* = $w . A#rk* w* A* c= *-a V * 

/\ ^c »■ ' o * ec» r ' t 

Sia 1^ = 3 — A.^' — 3 W x H* 3 W ?* •+ w * » A** 5 == 3wA»*r!» 3«*A.v, 
ovvero A'»' == óVa; -f. 6« J .> A'# 5 = i • a . 3 . « 5 , 

A*^ J ==°.» «e ' 
$e iv == 4 , . . , A«* == 4W* 1 H* ów'a^.Hr 4w*T^4a* 

A J ^ 4 s=a4w.'jc-th3^. • ■' 

A 4 x*=i .3.3.4 w 4 

A y tf 4 = o, ec. . 

;$ .continuando* -vedremo che' 

«■ • • * . -• . • ...» » 

fu generale quando l'ordinò della differenza supera ì*' espo- 
neote della potenza, le diflèr-enze sono nulle. ' •-. > 

•' •' Si fogliano ora le din^eazjé : degli j ordini saporiti della-' qaan- 

.tità <jesponejiziale a > ed avremo , — * ''.."-'. 



I AV=i!iwV • A "-^ • * '"* 



• » 



Aa* = 


= a (a — #) 

* 


* 
1 


* 


= (a"— i)Aa*= 


= a (a 


A J **= 




• < 


A 4 a* = 


= a(a — i) 4 


* . « • * 



I » • I • 



* ' • » • 



\« y ■ 
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a =&a (a — i ) .. 

Noi non aggiungiamo altri esempj, ma raccomandiamo ai no- 
stri Leggitori Y esercitarsi nel differenziare funzioni più complica- 
te di quelle , che abbiamo trattate , e che essi medesimi avranno 
cura di proporsi : ciò servirà e per prendere la pratica di questo 
calcolo , e per ben concepirne i principj — 

§. 4. Un' osservazione importante riguardo alla differenziazio- 
ne delle funzioni è la seguente : 

Se y rappresenta una qualunque funzione di x > abbiamo ve* 

X 

duto che la sua differenza è Ay = y — y : ora la differenza. 

4P JT-4.» x 

della funzione y aumentata di una quantità costante C , o più 

x 

generalmente di una quantità indipendente da x , cioè la differen- 
za prima di y h-C, è egualmente y — y ì poiché A ( V H- 

x x-+v x ? x 

C ) —y -j- G — y — C ; dunque Y operazione della differenzia- 
zione ha fatta svanire una costante; dunque in generale la diffe- 
renza prima di una funzione contiene * o può considerarsi conte- 
nere una tostante di meno della funzione stessa ; dunque se sarà 
data una quantità qualunqne z funzione di x y la quale si riguardi 

come una differenza prima , la funzione y da cui essa dipenderà , 

X 

o di cui essa sarà effettivamente la differenza, potrà essere tanto u- 
na sola funzione y , che una funzione y aumentata di una co- 

; . •'x 7 *'x 

stante C . 

Come la differenza prima di una* quantità può contenere una 
costante di meno della quantità stessa , così si dimostrerà che la 
differenza seconda di una quantità , potrà contenere due costanti 
di tueno che la quantità stessa ; la differenza terza tre costanti di 
meno., e così di seguito . Sia infatti da differenziarsi Y espressione 

y h- Ah-BwTH-C^h-E^h- h-Ma/* nella quale A ,B,C f 

x 

ec M sono quantità costanti. Indicando per & tutta questa espres- 

X 

sione , è facile vedere che avremo 






CALCOLO DILLE DIFFERENZE FINITE CAP. I. n 

Ac =Ay H-BA»-hC/W?!-t-EAd£ J H'..^-HMA^*,ove non 

X 4P 

si trova la costante A:. ,. 

• 4 é 

A 1 * =A> h-CAVh-EAVh- h MA'*", (poiché A 5 * 

4P 4P > 

o ) ove non si trovano le due costanti A , B : 

A } * = A> H- E A V h- -*« MA'»* , che non contiene né A , 

ne B , né C i ed infine 

A"- 2 = A*.y *f MA"/, nella girai differenza ' ni "**''' non si 

hanno più le m costanti A , D > C , E > ec. N , che erano nelf espres- 
sione proposta per differenziarsi '. L 1 ultima' costante N è quella 

che neir espressione forma il ooefficiepte di x , , ed è perciò 

nel penultimo termine Na? che non abbiamo scritto . 
§. 5. Riprendiamo le equazioni trovate al §. i . 

Av ==,y : — y • • v- . . • . . , 

AX = A^^ u ~A^ . ri;. .,.- 

b?y = A*/ — ò/y ■•(■: ,• 



w • * 



I 



&y =A y — A y 

X X~¥ Ci) ~ X m 



» m 



t I . • I k 



lift 

Se nella prima ponghiamo x -hw invece di x, avremo 
Ay =.y — y : ora se per mezzo di questa equazione 

4T r** <* 4P H- W ' * -+ « p 

e della prima, si prendono ì valori di A y ■* 6 di Ay e si sosti* 

JT_*W x 

jtuiscono nella seconda , troveremo 

• •• *" : 

A> —y , — *y -hy • ' • 

* * -+ a» * -4- w *. 



i» 



Se in questa equaaione ponghiamo di nuovo ^-+w invece 
di x y $' avrà ■ " . •■ 

A 2 v =v — 2V ~l*y * ; e asstitneijdo nella terza 

x -*-» *-t-3u> 4P -tic* .***&>*. A • - 'v- 



Sfjgajsioqe Vtfjfléà di Ay. ■» A' r >^:-> dttóhseoio'.. • • v - » •*-"- 

* * x -+ v '*■ . 



• • » • 



CHofltitiaaralo questo ragìòiiànjèq to' è facile Vedere x chh 
y =s y — ny h- ^ ' y ~ 

. , In' ^tìte^._^br»ola si- -suppone ; /z àyihiph>.' intero epositiyjo: i 
di lei coefficjeatj seguono la leggeri quelli. del binomio di Neuton. 

,La i?£c\Y^^spi}e«^ne.ger A^- ^p^anclie ,essere,we>sa sot- 
'te -quésta fcfeha A^ ^T/'- J ^_ , : )*,' tó^fc- 'n^Miopito del 

secondo membro inveecdi sevi vere -lo potere neres. (y ) 

si scriva jy , ponendo l'esponente zb £Q,me toefl^igntfc del T ii . 

Si vede adunque che jle successive diffèr*&i23C ,dij^ f .j^^jlo-'s- 

X 

spremersi per y , y ,, v , ec. che §oiió. la stessa- finzione v 

Bella quale abbiam fatto successivamente ,#H- w invece di x. 

Egualmente Je quantità y ,y >y -ec. possono e- 

«primersi per y e per 2e differenze' &y >A^ *A\y *£<V infetti 

^ • • ^ Jf ., ' X " m 

«i ha dalla .^iina ,egua2;ione ^/ , — y -f- A v. . ; e sostitnendo ijell & 

jf *"4* %0 '4P* <# * » * 

qjjazaone 



#• • / 



Ay =v . .-^av .-+J' P-er y ri xsfttfrato .valóre» q.- 

vremo • ' " 

l'i'.-";'' 

y =AV -4-*Ay ^t-y ♦ 

■ # 

Questo valore di jr . sottiturft) <neH* equazióne &y - 



• p • 



y -•— 3^ H-3? L — ^ , ci dark 



v = A^ -VZÙSy H-3A^ *^J i 



• 

( 
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e continuando I9 stesso ragionamento , troveremo 



* 1 • * . A* '■?; 

Anche in questa'iqrmula « deve essere numero iutiero e po- 
sitivo: adi lei ceéfficietìti -seguono te 3e^è dd %iiio'Mto ili NèutotC 
. La .ritrovata es"pre^ue\può;an$e.«^^ 

mg 

legante .y = ( Ay rfi) .£jqrchè siseri va invece fjolle poten- 



.*» m 1.— .etimo 



ze Ctìmcper £*)( Ay 'i ,k ^jfferenzanw '. -idi ,^ .., oioè AV* 

cioè purché 1 esponente m diasi per indice alla caratteristica A ... 
1 Esulta da quanto abb&mo de^o M ,in miesto ■§ V clie un'espres- 
sione qualunque, la quale contenga le differenze A/'? A Y ec. 

• * ^ _ . 1 'tur ; X 

potrà sempre cangiarsi in un' altra , che, non contenga più quelle 
differenze, ina. Jo. quanta y~\y> • .' »> - .! : - *©<?;, è* viceversa' si 



X H- W X.-+ 2» 



potranno eliminare queste ujtùné quantità tia, \rtìa espressione ,' còl 
sostituirvi i loro "valori dati* in Aj>- , A*.y Y.Aly ec - 



. » • 






Le due formule assegnate, per esprimere £±y ■edy- ,/ so- 

no state ritrovate per mezzo delT4onlogia: non «ara- 'discaro alle 
persone che amano il rigore geometrico nelle dimostrazioni, il 
vedere dimostrate queste formule direttamente: noi per questo ri- 
mandiamo i nostri Lettori al ^. .3^ " i . ' . • 

§. 6. Neil' equazione Ay =y " — v si faccia x -u co iu- 

-r < #/ *r*;P , e { . 

vece di *, ed avremo fiy A ^« ' "il y : egualmente fa- 

cendo in quest' ultima .equazione a\H- w. invece di. x, avremo 






Ay =.y — ^ . : così : troveremo 

*-»-2w *H-3» ^.lf+2» ., •• .,._/ '■,.,,-, 

Ay L . =J' ~^ '" ed «in generale 

*-»-3« *-*4» .. *-+3» ■••'' , / .. .,-■. '•• 

Ay = y — y 1 * - * 

Dnaqae le espressioni Aj/ ^ Ay ,Ay ec. 7 



«.♦J* . .;. . i > „• 
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A/ rappresentano le differenze prime dei termini di' que- 

sta serie ' ~ •• ~ . V -•-•'-• 

{A} • • • • y $ v * y yy 1 • • • • y 

Dall' equazione A *y ==Ax t~ &y per un medesimo ra- 
gionamento si dedurrà, .cfce le espressioni A V > A*v - » A* v 
te. rappreseritario Ie : raflerenzé prime dei' termini di onesta serie 
(B)....A> >Ay iùy >Av **»...>— 

J x •*-*«• ^jr-4.2** ''«-l-Sù» 

che è^composta delle differenze prime ulella- serfe (À) : '-fesse- adira* 
que. esprimeranno le differenze seconde della stessa .serie (A); e 
cosi di seguito . 

•Ecco la tabella di. traeste 'differenti iene clic servirà di schia- 
ìimenro a quanto si e detto : ' 

oene * y , y , y , ,y . , y 

JDiff. prime. .......... ,Atf 1 A*--- » A? :"■ >>Ay ......... . 

Diff seconde .......;. f&y ,Ay ,A> , 

Diff. terze ,..,........., A'j >A> .„ 

' X • X ' 

DiiF. quarte...,...,....,., J^y .» . 



#-*- w 



( • 



ec. >ec» ec • # . *ec « 

E se in questa tabellari fa # «o,w== ì , avremp 

• ■ • 

Serie y •* ? ■>? » y » J » .7 » 

Diff prime '.r.ìAy , Ay >Ay >Ay , A.y » -.♦■ 

Diff seconde ... '.'...'.". A> \A> ,A> ,A> >• 

■ .0 ,1 fi y g 

Diff terze...., A'y ,à 3 y ,A 3 y ...... 

1 • 1 H. ;: • • ■ ; 

Diff quarte .& 4 y » A 4 > •••••' 

O 1 



s ' » * 



ec* ec» ec» . ec» 



Nelle quali tabelle con>inGÌando dalla serie delle prime di£ 



CALCOLO DBVUT DIFFERENZE FINITE CAP. I, 15 

ferenze > un termine qualunque è eguale alla differenza dei due 
che. gli stanno immediatamente al di sopra ; così & l y == A^ — 

Avremo in seguito opportunità di fare osservare quanto è in- 
teressante netta Teoria delle serie la considerazione delle diffe- 
renze dei loro termini. 

§• 7- Se y o semplicemente y rappresenta una funzione e- 

splicita di a?, vale a <lire se y rappresenta rm$ espressione ana- 
litica formata di x in una maniera determinata e conosciuta, ab- 
biamo veduto come possano trovarsi le differenze Ay,A^K>Al)S 
ec. della medesima funzione y . 

Trattiamo adesso il caso nel quale y è una funzione impli- 
cita di pp, nel quale cioè y è dato in x per mezzo di una .equa- 
zione fra a? e yi di mo4o che si richiede la risoluzione di un' e- 
quazjone per avere la forma determinata della detta finzione. 

Sia <t>(x>y) = o un'equazione qualunque fra.due variabi- 
li x>y: Per <p(x>y) noi intendiamo una qualunque fqnzipne di 
x e di y . Una di queste due variabili è funzione dell' altra , e 
noi considereremo y funzione della x . 

Ciò premesso siccome delle due indeterminate x >y, fra le 
quali esiste la sola equazione <p ( x ,y ) == o , una, la x per es. , 
dipende affatto dal nostro arbitrio , quindi è che detta 'equazioue 
avrà luogo per jtijtti i valori ppssibili di x: £ssa in conseguenza 
sussisterà ancorché invece di x vi si ponga #h-w; e per ogni va- 
lore particolare , che daremo ad x, avremo un particolare porris- 
pondente valore per la y . 

Siccome y è una funzione implicita di a?, indichiamola come 
superipnnente per y : la nostra equazione di verrà <p ( x r y ) = o ; 

se ora ponghiamo in questa equazione ac-h-w invece di ce, avremo 
l' equazione <p ( x h- u? , y *' ) = o , ovvero p ( « -f- w >y H- ùy ) — 

t « 

o, la quale sussisterà insieme con la proposta. La risoluzione di 
questa equazione ci darà Ay espresso in *,^,«, vale a dire la 

differenza prima della y funzione implicita di ce: dunque per aye- 

re la differenza prima di una funzione y implicita di a;, si sostituirà 
nell'equazione, che determina quella funzione, #h-w invece di x } 
Tom. I. D 
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c yH^Ay invece di y\ quindi per mezzo della nuova equazione 
che ne risulta , si determinerà Ay • 

Abbiasi per es. V equazione y*H-6y= atxr -f* ex -f* e, e si 
voglia trovare la differenza finita della funzione y ; avremo secon-v 
do la prescritta regola > questa nuova equazione 

(^H*A - yy"-h&(^H-Aj) = a(arH-w) 2 H-e(a?H-w)H-e, ovvero 
y^^by^(iSy) z ^(Qy^b)ùky==Q^ 1 HrCX^€^a^ 2 ^(2ax^ 
e) co; ed osservando che y z ^by =zax* H-crc -4-e*> troveremo per 
determinare Ay questa equazione più semplice 

(Ay)*H-(ayH-£) Ajf==a«*H^(9a*H-ff)w,' diali* quale otterrà 
mo Ay = — 2£±i ±= V(aw a H- -(mwh.'c) u ^(3£+i) a ). 



§. 8. Nella stessa guisa potremo avere la differenza seconda 
A tt jf: infatti la proposta <p (x,y ) = o, ciha dato p(xH-W\y ) 



*-**w 



o , e questa , ponendovi x -i- co invece di a: , ci dà <p ( x 



Ora se in quest'ultima equazione ponghiamo invece di y 
il suo valore y h- 2 A,y H- A*J^ > avremo T equazione- 

XXX 

^(x-i-QtUjy -j-aAv rt-A*y ) = o, che risoluta, ci darà A*y > e- 

X X * JC & 

'spresso per y , Ay , , x , w ; e ponendo per Aj' il suo valore in a?-, 

;y ed co., ottenuto per la regola del §.. antecede nte r troveremo infi- 
ne la differenza seconda A 7 y della funzione implicita y della 

X X 

variabile x espressa pei: x ,y ed u> . Col medesimo ragionamento 

si potrebbero trovare le differenze degli ordini superiori . 

§. 9. 11 principio , che serve di base al metodo di trovare le 
differenze delle funzioni implicite, principio che abbiamo dimostra- 
to al §. 7., è il seguente: sussistendo fra x edy una equazione qua- 
lunque ( è per nói lo stesso y ed y : si scrive o Y una, o l'altra 

x 

espressione di funzione, secondo il bisogno ) 
(1) . . . p(x,y ) = o sussistono ed hanno luogo insieme con essa 
Je equazioni • - 
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(a) ... p(.*-frw>y +J — 0, ovvero (a)'.. .p(#-** w>^-h 



• • • 





Ar) = 


= 






(3) 


. . . p(ac- 


■+• a« »^, 


.*2»' 




iìA^H- 


A» = 


: P 





o, ovvero (3)\ , . p (a? -^«O' h* 



p » 



(4. . •^(^H-3w,^ r ^ 3w )= o, ovvero (# . . . ? (x -^30,/^ 
SA? H- 3A > -t- A> ) = o 



• • / 



» • 



(«H.i)..^.(«H-nw,v )=o ; ovvero (»-*;■)'•••••* (x -+ 

jCka sussistendo ,ci.ascuna di queste eqmvzioni nello stesso tem^ 
pò che sussiste la proposta, apparterrà ciascuna alla medesima re- 
lazione di variabili x,y> cui appartiene ia proposta medesima, e 
potrà per coqseguenza tenere il suo lpogo . t*o stesso vgrrk ancora 
per qualunque combinazipne delle .stesse equazioni, che j^jeijb- 
pre un* equazione , la quale potrà tenere il luogo della proposta . 

Una combinazione poi ..delle due ^equazioni (i), (a) ovvero 
delle (i),(a)' dicesi un' equazione alle differenze prijije: una comr 
binazione delle tre equazioni (i ),(*), (3), ovvero (0>( a )'>(3)' .di- 
cesi una equazione alle differenze seconde; «una combinazione del- 
le cpiattro equazioni (0>(^),(3),(4), o che è lo stesso tfejle (i), 

(2) , (sj , (4)' si chiama tìna equazione alle diffeuenze quarte , ed 
in generale una combinazione qualunqije delle equazioni (1)9(3)4 

(3) • • ,( n ^r 1 ) y ovvero (1) , (3)', (3)% . . . (/z-h 1 )' si chiama un» 

equazione alle differenze n" me . 

Si vede adunque che una equazione arile differenze prime de- 
ve contenere il A^> .ovvero la funzione y : una equazione alle 

differenze seconde deve contenere la tUfferenza seconda A^> ov - 
vero y ; ed in generale un* equazione alle differenze n e de- 



* -J-JIW 



ve contenere la differenza n*"** A")' > owe-o la finzione y 

4 » ^ 

e qualunque di queste .equazioni alle 0' r * ai tiene alla stes- 
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sa relazione di variabili cui appartiene la proposta; essa adunque 
potrà farne le veci, ed alcune volte esserci di sommo vantaggio 
nella soluzione dei problemi . 

§. io. Le diverse combinazioni che possiamo fare con le su- 
periori equazioni sono infinite di numero, noi però ne considere- 
remo particolarmente due sorte: la prima consiste nella successiva 
sottrazione di quelle equazioni , e la seconda nell* eliminazione di 
quantità costanti. Ciò che diremo delle equazioni (i)>( a )>(3)> ec - 
vale anche per Y equazioni (0>( 2 )>(3)> cc - °k* quantunque di- 
verse di forma, sono in sostanza la stessa cosa. 

Se dall' equazione (a ) si sottrae 1* equazione \ i ) , avremo con 
questa combinazione un' equazione 

P (*H-w y y ) — <p (x*y ) == o alle differenze prime, la qua- 



le si chiama la differenza prima della proposta $(xiy ) = o. 

Se dall' equazione (3) si sottrae la (a) , s* avrà 

p(a?H-2w,.y ) — 4>(x-+u>y ) = o ; e sottraendo da quest 



•iw ' ' v ~ # -*• » 



ultima equazione la trovata differenza prima, avremo con quésta 
nuova combinazione , un* equazione alle differenze seconde 

PÌ»-hSM 9 y Mmh9ià ) — 2?>(aH-w, - y jr ^ w )H-^(«^) = o, la qua- 

le si chiama la differenza seconda della proposta <f> ( x , y x ) == o . 
Sottraendo dall' equazione (4) l' equazione (3) , sì ha 



#(aff-f.3tó,y ) — © ( a; -4- aw , y ) = o, dalla quale sot- 



tratta l' equazione <p (x -h aw , y u )i — P(tfH-w>.y w ) = o t 
si ha 



se ora da quest* ultima: equazione si sottrae la differenza seconda , 
qui sopra trovata , s' avrà c^u questa combinazione un' equazione 
alle differenze terze 



^(«H-3»,^^ ) — 3V(x^M>y x + 2 J^2P(*'+u,y x ^) — 

${ x *y ) = o, la quale si chiama la differenza terza della prò- 
posta <p(x,y ) = o; così la differenza quarta è 
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— 4P(tf-t*Q>jF . ) H* p(*> y ) = o; si vede facilmente quali in 

generale sarebbero 1* equazioni > che esprimerebbero le differenze 
degli ordini superiori di una qualunque equazione p(»>^) = o fra 
le due variabili x ed y ; poiché ridotta Y equazione ad avere il se- 
condo membro eguale a zero > si tratta il primo come una semplice 
funzione dell' x , prendendone le differenze finite per mezzo delle 
formule del §5. 

Per esempio ridotta Y equazione , proposta al §. 7 , a questa for- 
mi y % -4- by — ax % -~ ex — e = o , si avrà la sua differenza prima 

così espressa 

ax x -i-cx~hez=o 
ovvero 
(y . • •)*-*•. ày — by r—y* — aw* — (aaw-rj-c) w=^o 

Là sua differenza seqondja sarà - 



• « • 



((^ J'^^h.»— ,a C* TH *)-*T •*(<*>*- w) — e)a **: 



^ H-£y — fl«* — e* — e = Ò 



\. 



1 i 



ovvero 

« 



aaoa* = o 



Eseguendo le oombinazioni di sottrazione suddette sopra le 
equazioni (i)>(a) 1(3)' ec. s'otterrebbero altre foitaule per esprime- 
re le differenze prima > seconda ec. d* una equazione proposta : que* 
ste formule sarebberp però quelle stesse nelle quali si cangiano le 
ritrovate supqriormento , , allorché vi si sostituisce y h- ÙJ per 
y \y-i- a Aj? H- à % y per y e così di seguito . 

§. 11. Se 1' equazione (i) del § 9» contiene alcune costanti 
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4 , 6 , e > ec. queste si ritrovano inalterate nelle equazioni (2} , (3; * 
ce, e «e per mezzo deìle due equazioni (i)>(2) eliminiamo una di 
queste costanti , a per.es. , s* avrà óon questa; cpmbi nazione un' /equa- 
zione in x 9 y. e y alle differenze prime ^ la quale .conterrà upa 

costante. di meno che 1 ? equazione proposta tp^x^y^^zo. 

Se per mezzo delle tre equazioni (i) 4 , C a) >( 3) .diminiamo due 
costanti a y b-> otterremo. una equazione alle aiftèrenze. seconde in 
*>y *>y *y y Ja quflle conterrà due costanti di meno che 

liquazione (i); ed.iu generale potremo per jnezzo delle equazio- 
ni (1), (2), . . . . ( 72 -jh 1 ) eliminare v dalla proposta un numero m. 

di costanti, ed, ottenere un'equazione alle differenze m estMe y la qjia-, 
le contenda. un numero m di costanti di meno della proposta. * 

- Dunque data un^ equazione fra. cjufr variabili sejy. o (quante; 
si vogliono costanti , si può sempre ottenere una* nuòva equazione 
che esprima Tistessa relazione fra le variabili,' e che contenga un 
certo numero di costanti di meno della. data medesima; questa nuq-. 
va equazionp però sarà un* equazione alle ^differenze * ed jj di lei 
ordiners^rà' eguale annumerò delle ^costanti che ^vreipo' eliminate. : 
Per esempio vogliasi avere un'altra equazione. che apparten- 
ga alla stessa relazione di variabili, òui appartiene y % == àx ,' e non 

contenga la. costante a- *' ' / " :- \ 

Si faccia nell'equazione, proposta x -+• w irf véce di rv, ed avre- 
mo allóra queste due equazioni ebe sussistono nello stessa tqmpp 

y 1 z^zaxJy V=ra(*H*w). 

Cavando dalla prima il valore di a , e sostituendolo nella se- 
conda , avremo x{y ) % —y* ( # H- w ) , equazione alle differen- 

ze prime : -questa equazione può tenex* luogo cWla proposta-, 'e 
non -contiene la costante a. ^ • ■■ ^ 

, L* equazione trpvata aUe^differ-euze prime , è molto più genera- 
le di quella da cui è stata dedotta : Y una e Feltra appartengono 
invéro ad una paratola Apoìloniana ; la prima però e V equazuv- % 
ne di ivja .parabola il cjii parametro è a; e la seconda appartiene a 
tr. ff e !-■ parabole Apolloniane qualunque ne sia ìì parametro; essa 
;* •-• r * "~ t>- : ! di queste curve, ma iiidipqndente dal parame- 
ci 1 Ielle 01 dinaie. sono proporzionali alle ascisr * 



4 « 1 , » \ 



t f 



§. la. La differenza n e " ma diy è rappresentata per £± n y > e 
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esima 

ui ) 

considerando il calcolò delle differenze secondo i principi fonda- 
mentali dell' Analisi Derivata , questa differenza è una- derivata 

n €Stm * indicata generalmente da d y . 

Se noi ora rappresentiamo nna tal derivata n tm * per z * avre- 

9- 

mo z z= d n y ; e questa equazione ( Princ. ec. §. 3 > 4 ) conduce 
subito a quest'altra y ^=zD*z r & quale ci dice* che per avere 

y conviene prendere là Deri vatrice n' nma di z - 

1/ Analisi 1 Derivata diretta consiste nella ricerca delle deri- 
vate di una» data funzione > e V inversa in quella delle Deriva- 
mei . 

In questo particolare sistema di derivate il calcolò inverso si 
chiama Calcolo Sommatorio, o Calcolo delle Somme > o degli 
Integrali finiti ; noi adopreremo più sovente il nome di Calco- 
lo delle; Somme : le Derivatrici si chiamano* Somme y o Integra* 
li finiti y e si adopra ordinariamente la lettera greca 2 invece 
della D . 

Noi adunque non parleremo <T ora in avanti che: di* differenze 
e di somme , e tutto ciò che abbiamo detto ( Princ. ec. §. 3 , 4 ) 
rapporta alle Derivatrici ha luogo parola a paiola per le somme . 
Data pertanto una funzione, u dì x , che noi. indicheremo sexnpii- 

cernente per u y appartiene al calcalo delle differenze il. trovare le 
espressioni di &u * A 2 ^ > A'^ > ec. , ed appartiene al calcolo delle 
somme- il trovare le somme Sa^S^S'a , et. della stessa fun- 
zione 11. 

Queste espressioni 2a , 2*z£ > ec. si chiamano le somme P ri- 
ma ^ Seconda, ec. della funzione u\ esse ci indicano quelle quan- 
tità > le differenze delle quali ei danno k funzione u y poiché u è 
la differenza prima di 2?£/la differenza seconda di 2*z/> là diffe.- 

ronza terza di 2 5 k> ed è in generale la differenza n*" ma di S"ft, 

cioè u= A 2* u. 

1/ operazione per prendere le somme, indicata da S, diecsi 
Integrazione , o Somma , e diciamo Integrare, o Sommare il fa- 
i« quest' operazione : essa disfà ciò che ha fatto V operazione per 



w^* 
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prendere le differenze » ed in questo senso 1* una è \* inversa 
dell' altra . . * 

Se per 2Ì funzione di * s' inclica lina differenza n tt,ms di 

X * • * " \ 

un' altra funzione y , sarà viceversa y la somma o V integrale 
pestino ^j z . eongiderando il primo rapporto che lega le due fun- 

X 

zioni z >y abbiamo fra di esse quest* equazione 

(A) ..... z = tfy : considerando il secondo rapporto , le. dette 
due funzioni sono legate per quest* altra equazione 

(B) y —*2,"z : le due equazioni (A) , (B) sussistono nello 

stesso tempo: esse sono una 1* inversa ''dell' altra , e data l'equa- 
zione (A) se ne deduce subito l'equazione (B), .come pure da- 
ta T equazione (B)? se ne deduce §ubito l'equazione (A) • 

§. 1.3. Sia ora proposto il polinomio intiero a h- bx -4- 

cx* H- * .. . H^jw*'* e di questo se ne cerchi la somma prima > 
o si cerchi quella quantità , di cui la differenza prima renda lo 

stesso polinomio. 

Se per y rappresentiamo la quantità ricercata, avremo 

.4P 

y = 2 (a«+- bx H-.ttc'.H- • • -f- px" )» ovvero essendo co- 

X 

stanti i coefficienti a y b,c , . . . .p» 6 ^ essendo a = a* > (a) 



m* li ' ' ■ ' ' ' , " 



{a) Noi abbiamo (tacitamente supporto che nel prendere T integrale fi- 
nito del polinomio serva preludere separatamente T integrale di ciascuuo dei 
suoi termini: per dimostrar tutto questo si osservi ( §. 3. ) che dall' equa- 
zione A (u •+ z )-Au -*■ Az , si deduce subito quest'altra u •+ z =z 

* x ■ » * ..* * 

£ { A« + àz ); ma u = £Au ., x = £Azftf ^dunque £( Au -t- Aa ) =5 

v * • * * * * àm* f • ■ * * 

IAu -+ £Az ; e facendo Au =m , Az = " , «'avrà £ ( m ■+ n ) = 



[ £m -4- £n . 



•+ £n 









Dimostrato, che 1* integrale .dell' aggregato. di due .funzioni .è lo stesso 
che 1* aggregato dei. due integrali delle t dette fanzìoni , se ne dedurrà che 
l'integrale. dell' aggregato di, tre , funzionile lo stesso che l'aggregatoci 
tre integrali di ciascuna di quelle funzioni, e così di seguito. 
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Dunque per avete la somma del proposto polinomio » bisogna 
conoscere le somme delle semplici potenze della variabile x , cioè 
2ff # 1 2tf , 2* * i ec. Ecco qome si hanno queste spinine . Abbiamo 
trovato al ,§. 2. A* = co ^ ed una tale equazione > secondo piò che 
si è detto al §. antecedente > ci dà qùest' altra equazione a?=^w = 

6)2 1 = w2** > .dalla «juale pi ricava 2a? q = -J . 

Parimente l'equazione À* s = &u#H*u*> pi dà # t ==2w2*.-fr 
A) a 2»° =• 2 w2# -h wx j ( avendo sostituito — invece dj 2x° ) e <da que* 

.sta equazione si ricava 2,07=' £. = £-i i . 

■1/ equazione A# J = 3<oV H-^oo'^-^v 1 ci dà a?' = 3W2# ? HH 
3io 2 2#«+w 5 2a?% dalla quale si ricava 



<? « X* X* . «# *(* — -w)(2* — ttl 

3* ^ ». 3 3 -3«<* 



J/ equazipne A? 4 = 4»*' H* 6w a # a -+• 4<o*tf H- w 4 ci dà 
a? 4 ==4^2^^6(o a 2i*H-4w 5 2o;^w 4 2» > da cui si deduce 



•Nella, stessa .maniera si troveranno Je somme delle altre po- 
tenze , ed avremo 

fi» a "**• 3 30 

** ** 5x 4 « ir*»* 



.6* 9 1» la 

6 .cosi di seguito . 

Ma per avere in generale la somma di x supponghiamo 

2* = A» -f. Bf» -i- Cx ^ -h ec Ora questa 
,<à dà ( §. 13. ) 

« =AAa? H-BAa? -+ CA# H- «• ovvero prendendo le 

rispettive differenze 

Tom. I J3 



1 



■ s »' n 



■^^^^^""^ J J MI ■ 
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k 

oc = A(ot-m )w* h*A ' ■ (!) » -j- 

A (».«.i)(»>(»-«) ,^-a 

a. 3 



B/owa?*" "" 



• # 



B — - — w x •*. ec» 



dunque A = .—^ , B 



C, » «—a 

(za — i)wa; -t»ec 

A,( m -4. Of* L 



(wh-i)m ' a 

a. 3 a ' 

T) __ A(«-M)«(w— i) w * — Bw ( » — i ) w * C(w-t) w 

a. 3. 4 a. 3 a 



ec. 



Sia per es. m = 3 , e sarà 
,y — 2 ( a -h bx h- ex* -4- <?** ) = a2 1 H- b'Ex -f. c2** -h e^)* 1 ; 

X 

Sostituendo ora i ritrovati valori delle somme Zi>2xec> 
s* avrà la ricercata somma così espressa 



## 4 



4<* 

A questa somma y conviene aggiungere una costante G , 
poiché ( §. 4. ) la differenza prima di y -h C è la stessa che quella di 
y ; e siccome sopra questa quantità rappresentata da C , non si de- 
termina cosa alcuna , così essa rimane al nostro arbitrio , e può ri- 
cevere, qjiel valore che a noi piace , purché sia sempre indipen- 
dente da x. Si dà poi il ' nome di Somma Completa , o d* inte- 
grale Finito Completo alla somma , cui si è aggiunta la costante 
arbitra ia ; qosì la somma completa del proposto polinomio è y 

C , prendendo per y la ritrovata espressione . 



4 » • t • • 
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§. i 4. Si voglia adesso la somma completa citila funzione 
«?(*-i-w)(wH-8w) (£H*»w). 

Siccome abbiamo trovato al §. a. 
A(*(* H- w)(«? -+ aw) (a? -t- ««)) = (/i-m)w (*-*-*) 

( * -f» aw )••♦•( # -f* ^w ) 
,jposì d'avrà subito (§• ia) 
X((a?H- w)(«H-aftj) ..*• • (# «4* »<*)) = • • 

X ( * •+ u> ) ( * .4. 2U>) (*-+(»«). 

(,«•+. 1 ) J* 

E. ponendo in questa equazione x — - w invece di jp, avremo 
.'2(*(«H-«)(*-haw) C*H-(»-T «)»■)). S 

(* — «) *(jr-4- w) (*v4»( « — Qw) , 

* i ■ 1 1 '■ ■■* - " . 3 .1 « " ■ ■ M 

Ora essendo n un numero intiero qualunque , .si ponga n -*• 1 
..invece di 72, ed otterremo infine la ricercata somma cpmpleta co- 

*■ ^ - . - : . ' ' « kilt* * * 

€1 espressa 

2(a?(a?-t-u)(a?-i-aw) (a?-t-/zw)) = .. 

(.>-«)»(*-+«) (.*■*»») . e indicando per. C la oostan- 

.te arbitraria^ 

. Con egual 'facilità si ha la somma completa della frazione 

*(*^)(«.-+t) (,41,) nclla ^ale A è una quantid oostante , 

ed n un numero intiero . Infatti essendo 

^ i__j _ 

.*(*-K*){*-+2<-) l*-^«w) * * * ". 



• « 



(/2H-i)w_ . ! 

..«vremo 

-2 ! — __ 

*(*^-»)(jtH-a«j (*-H»-n)«) * .' . . . . 

(■^^(..H*^^)..,^^ e ?° ncndo in W^* 
quazione n — 1 invece di 72, e quindi moltiplicandola per A, 
troveremo 
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A A 



* ( * -4- w ) ( * -h 2w ) . . . . ( * -4- *w ) *«>x ( x H- w ) ( X •+ 2« ) . . . ( p-h (»— i)w) • 

Il secondo membro di questa equazione sarà la somma della 
proposta frazione, cui aggiungeremo la costante C per renderla 
completa . 

Per avere la somma completa del prodotto x(x — co ) ( a? — 
3W ) (or — /zto ) si prenda Y equazione ottenuta al §. a. 

A(x(x — w)(a? — aw) (a: — nco)) = x{x — oo) (x — 

aw) ....(a? — (n — i)u)(n~i-i)u: 

Si dedqce subito da essa 

2f x j> > , \ \ #(* — «)(* — 2W )....(* — UVè) 
*(*—«)..,. (*_(»_ i)w)=-ì <7+n= 

nella quale ponendo n-{- 1 invece di n, ed aggiungendo al secon- 
do membro una costante arbitraria, si trova 

2* (a? — w) (x — aco) (a?— /zw ) = %....** 

x(x-~»)(x — a») (* — (» -4-1 )<Q 

i«-+2)« 

Così facendo 



i 



n 



n 



o siha2o?= ar( ^ te) H-C 

2» 



«••«»•• • 



»=a. . . . 2a?(a? — «)(a? — a«) = 

<(»—*) (*— 2«) (* — 3<a) . Q 

4» 

72=3. • • • 2a?(a?— to)(« — aw).(tf— 3 W ) = 
»(*—«)(*— a») («— 3«) (» — 4«) _. e 

ec. ec. ' ce- 

li' integrazione delle potenze di a? può ancora ridarsi all' in- 
tegrazione di queste funzioni : cerchiamo per es. il valore di 

2a?' • 

tacendo « , =»(*—w)(a; — 2w)-t-Aar(a; — w)H-B avre- 
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ino per determinare À * B quest* equazioni A — 3W = o , B — 
A(o -+2(0 = 0, e sarà allora 

2a? 5 :=2a?(a? — w)(ff — 2<o)-hA2ff(a? — co)h-B2a;. 

la generale per avere 2a? (nò supposta intiera e positi- 
va ) facciamo 

""4" I 

X =zx(x — Cd) (a? — 2<d ) . • . . « + . % . • ...... (» /Hi)) -+• 

Aac(* — w)(* — 2W) . . . . . . (#—(72 — i)w)-f. 

Bx(x — w)(* — 3<o) .... (a? — (« — 2)w)-f- 

Cx(x — w)(a? — 2w) .. . (# — (n — 3^x0)-+. 



Pae(«— w) 

e la difficoltà sarà ridotta a trovare i coefficienti A , B , C ec. 
Per questo io osservo che 

x(x — w)(ap — aw)....(a? — nw) = a? — aa h-c a? 



v t(* — «)(# — 2w)..(jc — (zi — i)w)= a?" — b'<x 

s 

t // » — 2 , ( » — I ) 

0? -4- . . « =6 X 



« — I 

o?(a? — w)(a? — 20)).. (a? — (/z — 2)00)= x 

* 



• i 



* • 



x{x — »)=5 a?* — eoa? 

X=£ X 



( le quantità a > a" > ed. , &' , è'' , ec. , ec. si ritrovano facilmente per 
mezzo della moltiplicazione ) e perciò avremo le equazioni se- 
guenti A — a' = c>; B — Ai'H-a'^o; C — Bc'h-A6" — a'" = 
o ; ec. dalle quali ricaveremo i valori di A , B , C , ec. 



• *1 
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La natura dei fattori che entrano in quei prodotti facilita mol- 
tissimo la ricerea delle quantità a , a'' , eo. , b' > b' , ec. > co. 
Infatti dalla Teoria dell'equazioni abbiamo 

a' = w h- aw -f- aw -H 4W -+. • • • .«rl*/iw = w(ih-3H-3-+-4H-"' 

: 

Ora secondo ciò, che dimenio al §. i6\* I -f- 2 -f. 3 •+. . -, . . ~$. 
ri = 2(7*H-i); dunque . 

a' = w2 ( tz-j- 1 ) > ed in, conseguenza b' = w2/z> c*«= w2 ( n — 

1 ), ec. : ' "* ' ' ' 

Egualmente 

a" =4i)* («ri -Hs-K3-**-.*(t2 — 1 ) ! )«-*•(« — l )( iH-*-t-3--j- 

(n-3.))H-(«-.2)(,n-aH-3H-....H-(n-3))-l-...H' 

2. 1 )=<o*(t22t2-ì-(72 — i)2(tz — i)h- (ra — a) 2(rc — 

.a)...)=:tì , 2(aH.i).J(BH-i); 
a" == w*2 ( 72 h- 1 ) 2 ( 72-h 1 ) 2 ( 72 H- 1 ) > ec, ec. , ed in conseguenza 

=to 1 2n2/2>.£ / "=±fo , 5'*27227z> ec. . 

= W*2(« — 1)2(72— 1), C W =.«»2(a— 1)2(72— I.) 

2 (72 — 1 ), ec. 
ec. . 

;-L' equazioni . allora » che determinano i coefficiènti A>.B,..ec 
diverranno 

A — w2 (72^* i )=.o 

B— Aw2 (72)H-W a 2(/2-{-l)2(72-M)=0 

C— Bw2(72— i)h- Aw'SaSn— w , 2(t2 -h 1) 2 (72-+. 1 ) 

E — Cio2 (/z — a)-^Bto z 2 (/z —ri ) 2 (•* — i ) — A^^n^n^n^ 

w 4 2 ( n-h 1 ) É (ah- 1 )2 (#-i- 1 ) l2 («H* 1 ) ==o 
ce. ec. 

delle quali è manifesta la legge (<j). 

■ • - * . .. - 

(a) .Si può estendere ' il .metodo .allo sviluppo, in s^rie ctelle potere 
dei polinomi, <xHne s?gae . "./ . 4 . . 



// 



/» 
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§.15. Le finizioni di cui fin ora abbiamo dati gli integrali fi- 
niti , sono funzioni algebriche : assegniamo gli integrali di alcu- 
ne funzioni trascendenti. 

S&. voglia, la somma completa della, funzione 

a ( À -4-Ba?H-Ca?* -f Da? 3 h- ec. ) neUa quale a*A,B,C, ce, 
sono quantità costanti . 
Essendo 

2a (AH-Bo?H*Cx*H-ec.)==À2a H~BZ#a -+-C2x*.a H-©c. 

è evidente che tutto si ridurrà ad avere le sommo 2a , 2aw* , 
£)x'a » ec Ora si ha ( §• a ) 

ha =a (a — 1 ) > 

^a?a =a?a (a — i)H»wa <* r 



«HMIMMMM« 



Si cerchi per esempio lo sviluppo di ( 1 •+ a# -4- bx* •+ dx* -* ex* .+ ec, )* . Fin- 
giamo- questo sviluppo = 14'i *+ A' x % h* A" # s -4- A'" x* •+ ec. es* 

studo A f A* , A" , ec. funzioni di a da determinarsi : avremo; allora 
n n + 

t 1 *t- a* ~t- &**-+•*•) = i-*A x-k>ti # 4 -*-A" **-i-ee. 

e •♦ I 

Ma ( 1 *+ax-hbx* -* te.) = ( i+ax "-4 b^n-ec.) ( r,4 A x -i*K x % «4 

•• • -# 

ec, ) =s 



» « • 



1 H- A # •+ A* ^ 

m n 


* 


•4* -+A a 




H-ec. 


•+b 


4M 


-4-ec. 


* * 


H-C 


-+ec. 



• 



dunque paragonando i termini omologhi s v avranno V equazioni A = 

fi H" I 

A -4 a; A = A' -*■ <iA -*• & ; A" = A" -4 <zA' -*- bh -4 e ; ce. ovvero 

» »4! » » -4 I * 

M = a; AA' =aA 4l; AA" =soA' -4&A,H-c, ec. dalle quali determinere- 



mo A ,A' ;A" , ce. 

n n n 



s 



t 



ì -"V j 
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■ 

jp )JCCi> té X & X 

£±oc<i ^=cc a (a — i )-+2wa xa -frtfa a > 

* X x X té té - X * té X m 1ù x 

fax a =xa (a — i)H-3wa#a -+3wa^a ~\+waa 
ec. ce. 



I ri 



Dunque ( § ia. ) 



Sa 






£aa 



hi • 



i — I a — I 



4>,x a =?=' • 2lxcl ^a % 

• —f f — I ^ Ti 

2*V= J!ÌJL-—W!L 2* 4 a* — ^2*a* — -^-2a f , 

» e» co t* 

a — l * — i #— i * — i 

ec. " ec. cp. 

• • • 

Conosceremo pertanto la somma della funzione proposta , al- 
la quale aggiungeremo al solito la costante arbitraria* ger renderla 
completa ... . • 

Le diffidenze delle . trascendenti circolari ( ritrovate al §. a. ) 
senxycosxf ci somministrano il mezzo d'averne le somme; in- 
fatti dal citato §. ricaviamo 

&senx = cosx.sen(j) — ( i — costà) senx 

&cosx= — senxse7Hà — (i — cosw)cosx 9 

dalle quali si ^deduce (,$. i«. ) 

senpc—senwScosx — ( i — cosca ) 2 sen x . . 

- 

£Osx= — sen w 2 sen x — ( * —/ras » ) 2 coSxi 
ed infine 

gco8a? = ^* w ^ 4 f '" (I "'^ w)w * ^G 

che sono le somme complete delle suddette trascendenti « 

r> r Jt 
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Dalie formule che abbiamo trovate al § citato per esprime- 

re le differenze ài x™ sen.fr > a? co* a?» si ricavano fecalmente le 
somme delle stesse funzioni, e si ottiene 

* • • 

^ « • • • ■ ■ 

'£x"senx= — ag.x cosx — bg.x senx 

ri"bg^senx(Mx H-Na? H-ec.) 

i&^Scosa^Aa? H-B* « Hr.ec V 
a^cc^a^Ma?*"" H-Na> , *~ , H-ec!) 

— ag2senx(Ax H-Ba? H-ec.) 

• • . _ . » 

2x cosx = ag.x senx — &£"•« cosa? 

ò#2 cos a? ( Ma?* "" ' H- Na?" "" * H- eo. ì 

• • • • 

bg^senx(Ax H-Bar h^cc.) 
ag 2 «e/za? (Ma? H-Na?. H-ec) 



a#2cosa?(A# -+-B» H-ec)* 



Facendo ot = o> si trovano i valori di 25e^^i2co*«;,tfcdr 
la cognizione di questi > facendo m = i , si trovano i valori di 
3lx senx ,£x cos x; facendo in seguito m = a si trovano^ i valori 
ài l£x z senx, 1 !£x !l f OOSXi éc. 

§. 16. Oltre le funzioni che qui abbiamo integrate! poche 
altre" ve ne sono dotate di qualche generalità > ed indipendenti da 
quelle sopra trattate* delle quali se pe possano determinare le som- 
me . Noa si ha un metodo' generale per trovare ]e somme delle 
funzioni^ e per sommare una funzione bisogna sempre ricorrere 
ad ^j^ifizj particolari , che gli siano propri: noij ostante , conten- 
tandosi d* avere le somme creile funzioni espresse per serie , si po- 
tranno ottenere In questa guisa . 

Sia z la funzione di x di cui si vuole trovare la sommi 2z < 

Questa somma deve essere una tale quantità y , che la sua diffe- 
Tom. I. F 
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renza finita sia = z ? che si abbia cioè y — y = Ay =2 : 

4P X •+ Ci Jf X M 

Ora la serie indefinita rapporto al suo principio 

» 

z h* z , . •+■ z 



4P— *U> 4P — (*— l)(4 4T — (ft«r«2)c* * ^ 



2 — +*£ «-T* *r 

*— 3« 4P— aw 4P—» 



può rappresentare in generale qnesta somma : infatti supponghiamo 
che in questa serie * divenga a? H- u> : avremo allora una seconda 
serie , da cui sottratta la prima » ne risulterà per differenza la fun- 
zione z : dunque sarà in generale 



2s ==z 
* * 


H-3 H-S . H-« 


z 


_ ^T* •» • • • 


E' focile dedurne di qui 


2* ^ = 

4P «I-Cd 


4P 4P 


Sa _ = 

4P -1-2» 


= j5 t H-s H-2* 

4P -fr» 4P 4P 


2* 


4P-*"2» JT-4-C* 4P 4P 



• • • 



z 

JP— *é 



ec- . ee. ce. 



Si vedrà in seguito 1' utilità di queste formule. 

. Quando per w si prende V unità , e per ce un numero intie- 
ro e positivo > allora si suole incominciare la serie dal termi- 
ne z ) e terminarla al termine z _ : abbiamo in questa suppo- 
sizione 



* 4p — 1 4P— a 4P — 3^ 3 2 • 1 o 



Così per es. la somnia della serie 1 -4- a h- 3 -4- 4 -+■ • • •■• *+■ 
( /2 — 1 ) è rappresentata da 2/z y riguardando n come la variabi- 
le x . La natura delle questioni dà l' origine della serie negli altri 
casi cóme vedremo- 

Si può ancora aver ]a somma di un. certo numero di termini 
di una serie data per le differenze finite del termine generale . 

Infatti' essendo 2*w = » H- z H- -+> 

T»-+0 4P-f* — t 4P-*-*— 2 



Z -+2*Z 

x x 



CALCOLO " DELLE DIFFERENZE FINITE CAP. I v 33 

sarà 7eLz x — 2z la somma dei termini che precedono 2* : 
Ora abbiamo dal §. 5. 

», - . = z . •* "* z f •*■ — r 1 av *"~m'~" a'v*"' 

dunque prendendo l' integrale dei dpe membri di quest' ultima 
equazione, avremo 4 

#-1-0 * • a , x a. 3 u 9*"? 

da cui si ricava '2s — Sz = # »« H- *!"' ■ A? ri? 



y » 



2-3 * 



§. 17. Spesso accade ohe è di somma utilità cangiare la rir 
qerca d* un 9 integrale in quella di un 9 altro per avere qualche va% 
taggiosa trasformazione; così avendo ritrovato al §. 1. che j[ rapr 
presentando per & e per jf du.e funzioni c£ x ) 

A(*o0 = *A,y h- ,yA* -+ A*. Ajr> 

avremo 

2(sAy)=zy — 2 (/A&H-Às. ày)i 
e facendo by = u, 

■ ■ 

Risulta di qui che „ per integrare il prodotto di due funzioh 
9» ni z » m , conviene moltiplicare la prima funzione z peli' integrar 
„ le della seconda ; e moltiplicando la differenza della prima fun- 
«> zione nella seconda aumentata del suo integrale, sottrarre l'in- 
,, tediale di questo ultimo prodotto dal primo. 

Qupsto Teorema è conosciuto sotto il nome di Regola «F m- 
tegrazione per parti. . < . 

§. 1 8. Le suddette formule sono di nso nella determjnazipne 

doU' integrale /inito qjella frazione 



!■■ ■*» 



nella quale 72,0,9, ec sono numeri intieri positivi ed ineguali > 
£,d A nna quantità cosante . 

Jacomiiiciamo dal supporre che la frazione da sommarsi sia 
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DecompoDghiamo questa frazione nelle sue frazioni elemen- 
ti» e s * _ T _^ == -^ -i- ^- ^ ^ 
Per determinare A, B avremo l'equazione 

(CH-B)à?H-C/2W = A, dalla quale si ricava C = £, B = — 



C=ì — ^: sarà per tanto 2 ^r^T = ^ 2 ^ 



• • • <* 



0U X -*" 0(4 



ma per ciò che si è detto al §. antecedente 



r 



2 ^"^-r*-K«-i)«" n *^t*-»)* ' ' ' *"*r : * 



i.-.l- « * 



J^S'r*" ;^*i **" ~~ *-K»-0<* *-*l»-al«* 



• « ». » 



1 ' i-H-S^-i 



dunque sostituendo per 2 j-^ il soft valore» avremo 



A 









« » • •• • 



>*-H* — a)<* 



* •». ** 



Questa espressione aumentata dì una costante •àmm^^ 
rincara somm* completa, composta di un numero finito di termini. 

*:..«.. *.A •-. ^AttmAfifP- rifili» 



TiW frazione ^- : ^— : — ; si somma ancora facilmente ridu- 

-eèrid^^]ff.priina.eoi;%)a «• -+. «u = J , poiché abbiamo allora 

di quella da noi trattata. A . 

' : ^W ora •la'ffàzìoné da sommarsi ~ ^ wtf ) (jr ^ ^ : siccome 

'.questa &rion£fLpiò .sempre decomporre in due frazioni di que- 

,£.. fom'.xl^H.-^. essendo C , I> .quantità costanti, 
«sta torma £7^r„ w )^*c*-*-i><*r . 

così la di lei integrazione è ridotta a quella della frazione ante- 

cedente . 
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Egualmente se la frazione da. sommarsi avesse quattro fattori 
nel denominatore » fosse cioè —. — ■- — ^ ' w ke ne po- 

* » 

trebbe avere la somma completa: essa infatti è sempre riducibile in 
tje frazioni di questa forma 



• • « ? • • •* 



— 5— >|. ; • *= ~-r> i denomitiatori? delle quali 

sono, quantità costanti y e ciascuna dì queste* frazioni è integrabile 
per ciò che si è detto di sopra «•_-., - («'-"•- • . • =•• 

AH* integrazióne poi di : una frazione che ha quattro fattori 
nel denominatore , srpbtrebtié -iSdiitrè ; con lo spesso-Jinetodo , T in- 
tegrazione cti una frazione- che avesse cinque fattori nel denomina* 
tore e;'<Josì di' seguitò. '» ì ■ :.• ■ 

La frazione M-+W* » * tfeÙa quale BT ed N" sono qùan- 

tira costanti ed »,p numeri intieri» positivi e ineguali «£> può i ri- 
durre ancóra essa, all' ini:eg4|azioflè di frazióni i col numeratore co- 
stante; e col denominatore composta di dde f**twì> ed* è perciò 
imegHibaecOnipIfetàmente. iPer" (questa suppoDghkoK>ì .. - à i .:.-.. 



*(*Hr «(*)(* _|-j>w) *(*-♦•«») «(*-*/») 

ed avremo fra le costanti incognite A yB , qtttesRr^uàeion$, $1»-+* 
Njc «=3 ( A h~ B> «— t»4ja«y^ Bew n ,Ia qitfjjie, si . j^egrapone} nelle 
due AH-B==]\,Apw-t-B7zw==M > che ci determinanQ i valo4 
di B e di A. Sarà pertauto c .».:.:•. •-•.:.■... 

2 # M -*:? 4f i = A2—-? — ,m-B2 IL_Y . 

Egualmente si può iAtégràieTavff azione. ~ ' J )~ì> " "'' *■* 

't '. 1»,. .#•*, • Li 

tre frazioni, d* questa forma A • 

m^ J211 J*' '.* ,,.— »-^' i.;.». JilfJx .^iig 0^ • 



le quali si sanno già integratele ; • ; : ) r :o ; . ;. : y.A ,» - .-, rno , 

" % • Ia-g^kHur^Ie è sempre completamente integrabile . una frazio- 
ne , il cui numeratore sia M -+. Ifo > ed II d^rcn]nn4tore un prò- 
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^ .ftt là X & X 

fax^it ^=x a (a — i )«-h2wa xa -frtfa a , 

Aa? a =xa (a — ij^^axa -+3wa^a H*^a 

... ■ « • • . 

■ 

.00. • 6C. 



Dunque ( § ia. ) 



Sa 



* 9 



£xa 



I 

X* W# E* 



(4 W 

I —I # — 1 



•*£,# a =^=' • 2Lxa ^a « 

# ~Jt f —I * T.I 

2«V= -^- — -^- 2* 4 a* - *^-2*a* - -^-2a' , 

(0(0 (0 W 

a — i * — i # — i * — x 

,ec. ce. ep. 

Conosceremo pertanto la somma della funzione proposta » al- 
la quale aggiungeremo al solito la costante arbitraria* ger renderla 
completa . . 

Le differenze delle .trascendenti circolari ( ritrovate al §. a. ) 
senx 9 cosx 9 ci somministrano il mezzo d'averne le somme; in- 
fatti dal citato §. ricaviamo 

A sen x = cosx. sen® — ( j. — costà) seri sa 

&cosx=-r-.senx seri® — (i — costo)cosx 9 

dalle quali si ^deduqe ( §. is. ) 

senx^psento^cosx — ( i — costo )lZsenx . . 

cosx= — sen io 2 sen x — ( i — jpos w ) 2 cosxi 

* - . ^ 

ed infine 

2s&x=—< I - e '? u }''r x *"" u 2L*.-i.G 

S eoe x ~ "* " "* * "" ( ' ~ cy ' ■' } f " * -h G 

9(l-flf«) • 

che sono le somme complete delle suddette trascendenti, 
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Dalle formule che abbiamo trovate al § citato per esprime- 

re le differenze & x^senyx , a? cosx, si ricavano fecalmente le 
somme delle stesse funzioni, e si ottiene 

2a?'"seraa?= — ag, x cosx — bg.x senx 

r* bg 2 sen x ( M«" " ' -*• Na?" "" *h- ec. ) 



É » 



— 1 -. •»— a 



Ì6># 2 cos a? (Aa? H*ft* >H?ec) 

<z# 2 cos a? ( Ma'* "" -+• Na>* "" -f ec! } 
a^2 «era x (Ax -f- Ba? H- ec j 



• 



2x cosx = ag.x senx — bg.x cosx 



m — I ^-r «b— » 



5^2 cos a? ( Ma? -*- No? -H co) 



I» — I • ^- IW — 2 



bg^senx{ Ax h-Bo? H-ec.) 
a#2 «era a? ( Ma? .H-Na?. H-.cc..) 






Facendo m = o, si trovano i valori di ^senx%lLcùSX\$Bàe 
la cognizione di questi ,' facendo m = i , si trovano i valori di 
2# sen x , %x cos x ; facendo in seguito m = a si trovano" i valori 
ài 2# a sen x ^x*cog x y éc. 

' §. 16. Oltre le funzioni che qui abbiamo integrate! poche 
altre ve ne sono dotate di qualche generalità, ed indipendenti da 
quelle sopra trattate, delle quali se pe possano determinare le som- 
me . Noa si ha un metodo generale per trovare ]e somme delle 
finzioni ^ e per sommare una funzione bisogna sempre ricorrere 
ad ftrtiiizj particolari , che gli siano 'propri: noij ostante, conten- 
tandosi d* avere le somme creile funzioni espresse per serie , si po- 
tranno ottenere ìn questa guisa. 

Sia z la funzione di x di cui si vuole trovare la sommt 2s • 

Questa somma deve essere una tale quantità y , che la sua diffe- 
Tom. I. F 
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che ordine costante, e la ricerca della sonima dei loro: termini , 
qtiahdo ;è datò U termine generala - 4 < ' % kj i. .-.: « . > : '<v ; . 

Jfnerchiataò per f ésetnpi0 quale e il 'fermine generale /di qnefte 
serie che hanno le differenze terze costanti , e che si chiamano in 
questa classe di serie, serie del terzo prdine; supponendo ^che^ 

fansione incognita v di x' y fappresenti Questo tèftirine , p thè per a 
s\ indichi fcl .opstante > cui ^spno eguali le differenze, ayremo conte.* 
ìmt& in quést^.equazione ( §. 6!) M K t±à la'condizidhib suódcftà. 

' Inequazione &*y ^àyplifk imòflBdiataipente>(§;ia.), > y , =5c 

2ja: ma dal §. 13,14 si ha {supponendo _<o = j ) 2<z == fl2i == 
go? h- A , essendo A la costante arbitraria che si aggiunge nell* in- 

tegrazione ; 22a = a2<* -+• A!£i = ■ *7 ' -h Aa? H- B , e 




'a =J&&±'*0<*>inM**h^j L mriì^BxH-G, èssendo 

ancora B,C due costanti » arbitrarie aggiunte per le integrazioni ; 
4unqne.il: ricercato jterajiae postale ^«ara„, • .;.'. 

y ifl'(»-OÌ»->h | ^'^' à:t ) , :|-gf4'r} l '- ,! < : -• 

Le costanti A , B , C sono arbitrarie* perciò possono avere 
qualunque vàtóre^che^ci^piacèia ; àsstegn»r. lerou'- ;- v ' / * . 

Se fossero 1 state costanti le ..differenze' quarte ». allora avrem- 
mo avuto AV = a> dalla quale ne avremmo dedotto ' 

vu ^ *t* — *)(* — *ft* — 3) . A *(*— Q(*-s ) _..; 

33 *(*-"'? »f. Gbh- D; .A > 9-^C 1 D .^pno. quattro costa^ 

arbitrarie. * l ^ ; " f "; ' ' ' Y ' # •' 

Abbiasi per cs. la seguente wpcy ^i <^i *? cerca il termin* 
generale; 



- • * .- 1 > * 



m m 

» • 



Indici - • • •? . . . o ,1 a > 3 . ' "♦ » *•.• • .* 

* * - * 

Serie :...... 27, 64, ias> aio, 343, . . . y g 

DifF e . I*. . ... . . 37, 61 9 91, 127, 

Diff e . II e . . •.. , 94, 3°> 3 6 » 

Diff*. HI- 6, 6, 



V 
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Avendo questa serie le $ffbveuz$ terze costanti ed eguali a 
6ì sarà 



Ora acciocché questo termine generale, il quaja appartiene a 
tutte le serie che hanno le differenze costanti = 6 , convenga par- 
ticolarmente alla serie proposta , bisogna determinare le costami 

' Per questo io osservo > che se facciamo # := a", = i , = a 
nell'espressione, che rappresenta il termine generale, dp^biamo a- 
fare y = 37 \y =64 ; y = 1 26 i dunque avremo queste tre equa- 

zioni per determinare le tre costanti 

27 = C, 6 4 = BH-G, i2S=A-H2B-^C, 

dalle quali si ricava G = 27* B = 3?, A = 24: 

dunque ^ = a?(a? — l){x — 2)-i-< 12. a? (a?— 1 ) H- 37* -f- 27 . 



• ■ 

Vogliasi il quinto termine della serie : avremo x == 4 , dunque 
* =4.3.2-1- 13 <4-3 H- 37 -4H- 27 = 343, come sopra è in 

effetto . 

La ritrovata espressione del termine generale della proposta 
serie diviene ancora più semplice , poiché si riduce ad y =(a;-H3) J » 
per a?=4 si trova y = 7' = 343 come sopra, 

§.Ì2. Se .7 è ij termine generale di una serie qualunque, la 
forma della serie sarà « • • * 

Indici 0,1,2,3*, 4, x — 1 > * ^ . 

^ Ora per avere 1* aggregato di tutti questi termini della serie f 
cioè per avere V espressione di y h-J' 'rhj •+'•'. •••.-+,? «+v 

ci basterà prendere l'integrai© finito di .? ed aggiungervi lo stesso 

ultimò termine y^ se cioè indichiamo per S quest'aggregato sari* 
S = 2y ^.y ; 

4P 4P 

Tom. /. G 



' - 
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Infatti abbim veduto ( §. 16. ) che 
2j * ==SJ *-i* + ^*-a" i " '+y a -*'y t -t'y '> dunque 

y a *2y a =y a -*9 m -. x -*■ ^- 2 •+ H- y^y t -+y o , e 

quindi . 



Si voglia per es. la somma dei primi cinque termini della se* 
rie a differenze terze costanti , sopra trattata . 

Avremo x = 4 > e quindi secondo la suddetta formula ge- 
nerale 



\. 



Eseguendo ora l' integrazioni , s' avrà (§14) 

*(*— 0(«— a)(« — 3) __,_ I2 »(* — i)(jr— 2) t ^ x(r— 1) 



a?(a; — i)(ae — a)-i-iatt(x — 1) 

a 70; 



• » • 



essendo A la costante arbitraria : per determinarla osserviamo che 
quando a?=o, dobbiamo avere y = 27 > S =,y =27; questa 



• "O 



condizione ci darà adunque A = o ; ed S = * {x ~ 'H* — gT(»-3) ^ 
5* (a? — i)(a; — a) -4- 6i. ***"' ■ * h- 64*^27. 

Se ora facciamo x = 4 avremo per 1^ ricercata somma 

^ = 3. 2. 1 h-5 • 4- 3- 2 H- 61 -2.3^-64. 4^-27 = 775, come noi 
avremmo trovato sommando effettivamente i primi cinque termini 
della serie. 

Per applicare a qualche altro esempio la regola che ci dà la 
somma delle serie , sia proposta la serie 

Indici o, J, 2, 31 49 5» 6, 7* 8, 9,.... a? 
Serie 1, o, — i, o, 1, o, — 1, o, i> o,...cc 
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il cui termine generale; è cos~: sì indica per 5. un arco di 90 

2 2 

gradi . 
' * La sopraia ricercata sarà 



S=2co5— H-cos— h-C; ponendo ora nella formula del (15* 



2 a 

-£ in vgce di a?, e — in vece dip, avremo 

m 

JScos— = — Hr'G: dunque la ricercata sonimi fiarà 

$ = — 2 — : L h- C : per determinale la costante , s osservi che 

quando # = o , si ha- S = i ; dunque 

1 sssJL^C, cioè €S s= -i- : avremo per tantQ 



S 



2 2 



^Se a? = 7 , la somma sarà 



S 355 -j — -~2 : 2 — _^_ = nL±J ss o: come può ve- 

2 2 

rincarai . 

§. 23. Noi abbiamo promesso al §• 5- di dimostrare diretta* 

mente le dije formule date per esprimere A y ed y > le qua- 

li abbiamo ottenute per induzione: eccoci a mantenere la promessa* 
Sia danque 



è chiaro che i coefficienti A,B,C ec. sono funzioni di »> e noi 
perciò gli indicheremo per A ,B ,C ea 

9 9 

Se ppnghiamo nella supposta equazione n-t-i invece di n > 
avremo * 

^^. tr+ ,„=J' r H-À /> ^ I A^-+-B, H . I AV,H,C^ i A'^-fec. 



ti 

ri 

i 



X 
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'Parimente facendo nella medesima x h* w in vece di x , a- 
vremo 



©vrero 



y , % =^ -j-(lh-A )Av H-(A h-B )A a y h- ec. 

Paragonando le due espressioni trovate per y ab- 

biamo queste equazioni 
A =A h-i;B ^ ==A -+B ;.C _ =B h-C ;.«?*.. 

« • 

dalle quali si ricava 

A A = i ; AB, = A ; AC = C ec.;. dunque 

u n ir n n x 

n n 2 n 2 

»(»-t)C*-*) ec e pe rci 5 

a. 3 * 

y = y -+nb,y h- -iifiJ A> -*• «<"-'>( — »> A> ,+ ed. 

J x-¥n*J> 'r 'x % 'x 2.3 •'jr 

che è la fovmula trovata al §• citato. 

Col medesimo mètodo potrebbe dimostrarsi T altra formula 

A * 

psr esprimere t\y\ 

Avvertiamo che pel fare l' integrazione delle funzioni A A r 

* 
AB ec., ìrofl abbiamo aggiunto le costanti > poiché determinando- 

le per mezzo dèlia condizione che devono annullarsi i coefficienti 
quando n = o , le avremmo trovate nulle . 

Lo stesso artifizio serve a dimostrare semplicemente e diret- 
tamente la formula del Binomio Neutoniano per qualunque espo- 
nente.' 

* Sia inflitti ( 1 H- *)* = « ■+ A'x h- B x 1 h* C x % h* ec 



n m 

essendo A ,B ,C ec. funzioni di n da determinarsi .- 

un» 

TSaechuno auìhentare n di una unità , ed avremo 
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(i-f»)"^ =iH»A *h-B • a?*H-C #*-|-ec. 



Ma( ih-*) >=( i'-f«) (1 H-*):={ i -f A a?-4-B **H-ec) 
( r h- « ) = 1 -h ( A^H- 1 )*■•-*••( B^ -t- A ) a?*-f (C -t- 
B )ac 5 H-ec 



dunque- paragonando: le * due- espressioni di ( r h- » ) » aviema 
A =*=Ah-i,B =B*fG,,C =B H-C ec. 

ed in conseguenza 

( 1 -f. * f = 1 ' -t- *w-f- SlSTJLljtf-H,^ »-'W—) «J^.. ec. 

v . a 2.3, 

come si trova per induzione Dell' Algebra Cartesiana \a ) - 



(*) L 9 inesattezza*, con la* quale suole dimostrarsi negli; elementi d'Al- 
gebra il Cànone Neutouiano anche per* ri numfero intiero', mi ha determina- 
to ad esporne in questa nota una semplice e rigorosa di mostraci* ne 9 la 
quale dimanda solo- la nozione della' moltiplicazione algebrica. 

Essendo n un naturo intiero e determinate,, auppoqgbtama d' aver ot- 
tenuta con le successive moltiplicazioni 

( I •+ * ) = r •+ hat-*. x 7, -h — — - x x -¥ ec, 

io: dico che essendo vera q«f stp equazione , sarà, tate ©> sii conserverà legit- 
tima se in ve$e di- ri piaghiamo «-hi, che sarà cioè . 

(I -+*)' = I -+( n--»-l )* H-- — - x 2 V — — *» «+ ec. 



Intatti (. 1 -+ x ) =(ì4#) ( 1 -+#) = ( iH^nAr-h — #~h-cc.) (in-*) 

= I •+ nx H- — ^ - — - x •+ ^-~ x* •+ ec 

>..•♦.. 

4^4 nx -4- ^ — r- . x* •+ ec. 

rrl-ffn-f-l)*-^ at -* ec. 

com: ci eravamo proposti di dimostrare. 
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§. 24. Mostriamo adesso T uso della integrazione (jfdli) fui:* 
zioni neHa Teoria delle combinazioni . • : " 

Dato nn numero qualunque co di quantità a , ò , e , <£ , e ec. in 
quante maniere si pqqsoqo dleqo combinare prendendole due a. 
duej tre a tre; quattro, a quattro ec n ad n? 

Noi supponghiarao per adesso phe si vogliano soltanto le 
combinazioni diverse ; così delle due combinazioni ab , ba non 
se #e vuole considerare che una sola • 

Sia y • una funzione j(|i » chp esprinye il numero delle com- 
binazioni diverse delle quantità prese due a ' d\ie : se il numero 
di queste quantità aumenta di un'unità, il numero delle combina- 
zioni sarà espresso per^ . Questo secondo numero di combina* 

zioni sarà eguale al primo aumentato di x y giacché la .nuova 

quantità unita a ciascuna di quelle che già esistevano / forma u- 

na nuova combinazione, e così il nuinero delle i^uove combina* 

zioni , è eguale al numero delle quantità che s 9 avranno prima , 

cioè ad a?. Avremo per tanto y —y H-a?; d'onde si ricava 

r y x «+ 1 J x 

&y = 37. ;Qopst* nlt^flia qqnazjcuje conduce subito a qà£jst 9 ajtra 
y ±= 2« , cioè il ricercato numero delle combinazioni è eguale al-' 
la somma della quantità x: si ha in conseguenza y = 2# = 

r * ' X 

a 
Per determinare 'la costante G osserviamo che quando a? =r o , 

cioè quando ijon vi è alcuna quantità > non si può avere alcuna 

combinazione, e perciò y == o in questa supposizione : dunque* 

o s=s o h- C , .e quindi C = o . Sarà per tanto y = £ÌJL=JJ. 

X 3 

Sia. ora y la funzione di og che esprime il numero «delle coni- 



Ora Ja formula (l'+x) =J -+nx-± x 1 •+ ce. essendo tera 

quando in essa si pone n+ 1 in vece di n; lo sarà ancora quando si pò* 
ne n -+• a in vece di nn- 1 ; quando* si pone n -+3 in vece di n ^ 2 , ed 
in generale sarà vera per qualunque sumero n indetcrminato purché sia in- 
tiero e positivo. 
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binazioni diverse delle quantità prese tre a tre . Se si aggiunge una 
nuova quantità, il numero delle combinazioni sarà rappresentato 
da y ; e la nnova quantità aggiunta aumenterà di tanto il nu- 

X ~T* I 

mero delle combinazioni tre a tre, quante erano le combinazioni 
due a due del nomerò x di quantità , poiché ogni combinazione 
binaria unita con la nuova quantità t forma una combinazione nuova 
di tre quantità: sarà dunque 

y =y *+*(*~ l \ dalla qnale equazione si ricava 



Ay ==*IfL=I>, e quindi y =S «jf^ll — 't»-' *<—»>, cui 

J X 2 1 ^ X * 2.3 ' 

non si aggiunge costante , poiché questa si troverebbe eguale a ze- 
ro > come nel caso precedente * 

Egualmente indicando per y il numera delle combinazioni di- 
verse delle quantità prese quattro a quattro , avremo per determi- 
nare questo numero di combinazioni 

y =y *,*(*— ! H*-~ a > da cui si ricava 

A = .(«riUiz!) , eq ràndi y =2 ' ( '"' H>W,) = 

J * a. 3 . * a / 3 

»(«— i)(x— a)(x— 3) gggBn^Q sempre nulla la costante arbitra- 
a.3.4 r 

ria , che dovremmo aggiungere integrando . 

Si vede senza bisogno d' andare più avanti , che indicando per 

y il numero delle combinazioni diverse , che si possono fare con x 

X | 

quantità prese n ad n , sarà . 

y = *^-'H»-»U»-3).. : >.(>—i.r) . aesfa formula a . 

le trovata ora per induzione , si dimostrerà rigorosamente , quando 
avremo data la Teoria deir integrazione delle equazioni a diffe- 
renze finite e parziali . 

E siccome il numero delle maniere, nelle quali possiamo com- 
binare x quantità prendendone un numero n per volta , è eguale 
al numero di quelle che si possono fare con le stesse x lettere 
prendendone un numero x — n per volta , quindi è che y potrà. 

ancora essere espresso dalla detta formula superiore > nella quale 
si ponga a? — n in vece di n : avremo allora 
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y — - *(*-iU«-«)...> »i»*i> t Queste ttee formule per quanto 

in apparenza diverse sono in sostanza eguali fra loto. 

Ciascuna di questo formule esprìme anche in quante maniere 
passiamo dividere in due pani un numero x di quantità > di cnj 
una parte contenga uri numero n di quelle quantità , e T altra un 
numera ' x — ri delle* medésime 

Se poi "si ricercasse in quante maniere un numero x di quan- 
tità può dividersi in tre parti, di cui la prima ne contenga un nu- 
mero /2 ; la seconda un numero ri > s'avrà questo numero di ma- 
mere espresso da 

a(*t- I ) .'♦... (* — »+ i) ^, (*—n)l x — * — i) (* — »~ *'-*.i) 

2 . 3 • • • • * 2 • 3 n . 

Poiché ciascuna delle combinazioni fatte con ce quantità ,. pren- 
dendole n ad /2 , si può accozzare con una delle combinazioni 
fatte .con x — n Quantità prendendole' ri ad k ' . % K 

In generale il numero delle tìiauiere, uellfc quali un nume- 
ro x di quantità può dividersi in qualunque numero di parti > di 
cui la prima ne contenga un numero n j la' secónda un nume- 
ro ri} la terza un numero ri' ec. è l rappresentato dalla formula 

X[X— I ) (jlf »-H I) v. (*— » )(* — * — I ) (*—*•—»'-+ I ) V V 

: A . _ j— ? y-" . . — A • • • i * 

2.3.,..* . 2-3 n 



'I I I 1 1 -II» »■■ ! «!- 



2*3****" 



X ec. 



• <• • •••« • • « • • m m • 



f 

Per^esppipio se si dimanda in quante maniere 52 carte del 
gioco .dell* Wisk, si possono dividere fra quattro Giocatori " a 13 
carte per ciascuno: si faccia # = 5 a, n » ri ■=* /i"=t 13 ed a- 
vremo " * • ' - 

53-5* 4Q # 39 27 26 14 = 

j.2..,.i3 # 1.9...13 .* 2.3... 13 

8565 1 26 1 9785 1 1 5 1 79786 1 44OOOO ; 

Anche queste formule possono ottenersi direttamente per mez- 
zo dell' integrazione dell' equazioni V differenze* finite e parziali . 

§, 25.' Se datò irnumerp x di lettere si dimandasse la som- 
ma totale di tutte le .combinazioni diverse di quelle lettere prese 
una ad una; più tutte J[e combinà^òni prendendo le lettere due a 
due; più tutte le combinazioni prendenjjo le lettere tre a tre; 
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•più ,ec. più tutte le combinazioni prendendo 1© ;Jetj$ere. # — t 
a4 a? — .1 ; più le combinazioni delie lettere prese * ad x , po- 
tremmo avere questa somma totale facilmente: indicandola infat- 
ti per S , s' avrà 

e — - . *{* — i) . *( *~i)(jfTr a) _. #(*_— tW*— »}(*t- 8) . 

|^/ .' - - '**'' • _ i ~ ——————— f - ■ ■ J ' ^T* ■ " ■ ■■■!■■ • I ■ » • . « * 

2 2.3 2.34 

»(t-.)d.-»)....(r r -n) ncUa le pe^ do j^ 

2.^.4... . n * *• ^ 

•biamo fare n — x ; io conseguenza 

rr ** nr ^ ~r 575 •*• • • • * -i — -f* A?-*» 1 1 

la quale espressione ; si contile in quésta S = a* — i . 

Se si valessero tutte le combinazioni possibili deljc quantità 
,tì,.5,cfic, cioè non solp tutte le combinazioni di verse, da noi so- 
pra calcolate, ma ancora tutte quejle .combinazioni clje Spossiamo 
avere permutando uoa «pombinazjone diveda in tante altre., quan- 
te sono le permute di luogo delle quantità che la compongono, 
per es. nelle combinazióni binarie, riguardando come due combinar 
,zioni ab yba-, nelle .combinazioni ternarie, ìiguardanicfp come tre 
combinazioni abe r bac , bea , eba <,cab , acb ec, ecco coinè potre- 
ino ottenerle : ' ■•..>•• 

Essendo al solito x il numero delle lettera da scombinarsi 4 
<Sia y x quella funzione dì x che rappresenta il numero deiìe combir 

nazioni binarie tutte possibili, vale a .dire delle combinazioni di-' 
everse colle Dermute . Aumentando x di un unità , cioè alle quan- 
tità da combinarsi aggiungendone una , avremo allóra v per e^ 

esprimere il numero delle combinazioni in questo secondo caso, .e 
jper uri ragionamento cimile a quello fatto superiormente, s' avrà 

y„^ , == ^ H " **» d'onde ùy ='a#,.e quindi y = s>2*. 
Sarà per tanto questo ricercato uunjero y =«?(#-— i ). 

Per tutte le combinazioni, diverse e le permute ternarie, 
mando y x il loro numero, s' avrà per determinarlo 

?» + 1 —^ -*- 3* ( *— .1 ) > d* onde A^ = 30? (#— j), e perciò 
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y % 

j * 



$2x(x 
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i)==a?(a? — i)(x — a). 



Nella stessa guisa il numero totale delle combinazioni diver- 
se e delle permute quadernario sarà dato da questa equazione 

• • 

4»(a? — i)(a? — a). 



y —y 



dalla quale si ricava 



»)(* — 3)? 



in generale il numero delle combinazioni diverse e delle permute 
prendendo le lettere da combinarsi n ad n sarà 

y —x(x — i)(ar — ft) (a? — 72-i-l)~ 



Si vede adunque che le espressioni le quali danno il numero* 
delle combinazioni diverse e delle permute , sono eguali a quelle r 
che ci hanno dato il numero delle combinazioni diverse soltanto, 
private ^però quelle espressioni dei loro denominatori . 

Cerchiamo adesso in quante maniere si. può combinare un nu-< 

mero x di quantità ajb>c ec. prendendole due a due, tre a tre ec. 

supponendo però che la stessa quantità si possa trovare ripetuta: 

. un qualunque numero di volte nella stessa combinazione , e che 

possano aver luogo tutte le permutazioni possibili delle quantità . 

Rappresentando per z il numero di combinazioni binarie, 

-^upponghiamo che x aumenti di un* unità , sarà z il numero 

delle combinazioni in questo secondo caso : ora questo numera 
z sarà eguale al primo numero delle combinazioni z , più 

Qar ( che esprime il numero delle nuove combinazioni, le quali 
possiamo fare unendo una nuova quantità m a ciascuna di quelle 
che già s' avranno , esprime cioè il numero delle combinazioni am , 
ma,bm r mb ec. ) più i , che è la combinazione mm: s'avrà dunque 



z H- * 

X 



ZXt 



dalla quale ai ricava 



i 



•% 



e perciò 
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S = 2(33?-*. l ) = #'. 



Trascariamo le costanti perchè queste si trovano eguali a «ero . 
Indicando per s il numero delle combinazioni ternarie, e. 

supponendo che si accresca una nuova quantità pi, jb manifesto 
che per causa di questa quantità, s'avranno le seguenti combina- 
zioni di più di quelle che avremmo avute senza essa , cioè mmm , 
mmb , mbm » bmm ec. , il cuti numero è i -4- 3* j come pure le com- 
binazioni mah 9 amb, ohm ec. il cui numero è $ triplo .delle, com- 
binazioni binarie , xàoè gx* : avremo adunque: 



z 

X 



dalla quale si dJdluce 
A* ==3**-*-3*Hr'> 



X 



e perciò 

*, = 2 ( 3#* -*. 3» h- i ) = **. 

Per le combinazioni delle quantità quaternarie, gè indica 
mo egualmente per z.^ il loro numero., e supponghiamo che jji 

sia la nuova quantità da aggiungersi , avremo per causa di essa le 
seguenti combinazioni di più 

mamm-, mmma'y mmam; mamm\ ammm ec. che sono di numero 
j -f- 4* ; come pure le combinazioni amai ; marnò \ mabm ; ammb ; 
antfwa ; tó^ra «e. il cui numero è sestuplo delle combinazioni bina- 
rle , cioè 6a? ; come pure le combinazioni mabe ; ambe ; abme ; 
aòcm ec. il cui numero è 4juadmp3o delle cwnbinazioiii ternari©, 
cioè 4*' : P avrà pertanto . . . w «swiw* 



.ed in conseguenza 






Vedesi m generale che il nomero totale delle combintzioni , 
«compresevi le permute e ripetizioni delle stesse lettere che posso! 
no iarsi con un iinmerp x di ouantità, combinandole n ad n , sarà 
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Noi ci siamo trattenuti a mostrare T uso che. si può fare del- 
la Teoria dell' integrazione delle funzioni nelle combinazioni > per 
far cooosceré fino ,di qui ai nostri Leggitori l'utilità, del calcolo* 
delle Differenze Finite . 

§. a 6. Terminiamo questo primo Capitolo con alcune consi- 
derazioni sopra le differenze e le somme di un indice . indeter- 
minato . 

Se per y rappresentiamo una funzione di x > le espressioni 

2n A n . • jnr esima ... r esima 

y>&y<) ci esprimono a oitfereuza n di js e la somma a 

della detta funzione r tutto questo però è nella supposizione die n 
sia un numero intiero e positivo: ora nel caso che n sia eguale a 
zero , o ad un numero negativo , o ad un numero fratto , cosa si- 
gnificheranno quelle espressioni ? 

Saranno elleno delle quantità reali esistenti in natura, ovve- 
ro dovranno considerarsi come delle semplici oombinazioni di cal- 
colo , che non si riportano a nessuna cosa di reale r e perciò rele- 
garsi nella classe degli immaginar; ? 

La soluzione di questa questione dipciide dai principj fondai 
mentali di derivazione . 

La differenza ad indice zero, cioè AV è la stessa funzione y r 
poiché T indice segnandoci il numero dello operazioni di differen- 
ziazione fatte sopra y , l' indice zero ci dirà che non è stata fotta* 
alcuna operazione di differenziazione sopra^y r e che perciò * Ay==y • 

.Le differenze poi ad indici negativi , A y per es. , ci rappre- 
senta una quantità z , finizione di a? tale che eseguendo sopirà di 
css* la differenziazione /si ottenga per risultato la stessa funzione yi 

4»$ì àT 2 y ci .rappresenta ona< <pmtitk z* fuozione di x tale., che- 

facendo due operazioni di differenziazione, s'ottenga A"" y dopo* 
la prima operazione > e si ottenga y 7 -dopo la seconda ; in generale 

A"" *y ci rappresenta una tal finizione z , che facendo sopra éi les- 
sa n operazioni di differenziazione ritorni la funzione y . 

Abbiamo spiegato ( Principe ec. §, 5 > 6 ) estesamente il senso* 
che deye darsi alle derivare ai!' ìndici iitìfftìrìr è&e Bel nostro ca- 
so séno le differenze'^ indici negativi': ivi abbiamo tetto che que- 
ste sono fluivate' détta funzione y, ottenute per mezzo d' un'ope- 
razione inversa a quella che ci ha date le derivate ad indici posi- 
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tivi ; e che queste derivate ad indici negativi formano i termini 
della serie composta di qnelle ad indici positivi prolungata indietro ., 
Così nel nostro caso ^^erie sarà. 



ludici 3r — a> ~>w <% » 4^ •- A 



—3 A *-I 



Serie delle diff e . A, Jfr A )r A **>>A^^>"tiS^V-.'.^ 

nella quale i termini" che precedono y sono le differenze Suite con? 
indipt negativi . 

Siccome A y esprìme una tal funzione che differenziata n 



— ir 



volte deve rendere y ; così se questa funzione A y s 9 indica per z* 
afvremo A z=jj r dalla quale equazione si ricava z = 2jy; dun- 



— H -r-v» 



qne A y = ^, y: » cioè le differenze finite d* un ordine o indice 
tt negativo r sono la stessa cosa che le somme o gli integrali dello 
r, stessa ordine m» positivo. 

Viceversa si dimostrerebbe n che le somme df un- ordine ne- 
» gativo sono identicamente la stessa cosa che le differenze del 
n medesimo ordine ma positivo » . 

Possiamo dunque permutare le une nelle altre. 

La sericr superiore potrebbe in conseguenza ancora scriver- 
si così: 



• • ••• . • 



Indici... — •$,, — a?, — l r 0> l f », 3> 

Serie- delle difl*. e 

degli Integr' . ... 2>> — 2> 9 ST'jyy y y Ay> A*> > k?y , . . . • 

Rapporto alle differenze ad indice fratto r è -difficile definire 
se queste prese in tutta la loro generalità sono quanrità*reali o im- 
maginarie Tali differenze sono invera ( Ptìncipj ec. §. 7. ) i termi- 
ni intermedi a quelli della serie formata dalle differenze ad indici 
intieri y ed esprimono delle quantità ottenute facendo ( Principj ec. 
§. 7. ) sopra la funzione derivatrice y un numero fratto delle dette 
operazioni di differenziazione ; ma nel calcola di cui si tratta * non 
concepiamo come potrebbe per es. fatisi sopra y tma metà <f ope- 
razione di differenziazione per avere mia. quantità rappresentata da 

ù*yi sopra cui ripetendo quella metà d* operazione > potesse otte- 

» — * 



5» 
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Ottrsi la quantità A^A 2 >» la quale fosse la stessa cosa che Ay, ri- 
sultato di una intiera differenziazione^ quindi noi crediamo di non 
dover pronunziare sopra lo gts»**^ derni questione. Tutte queste 
riflessioni fatte per n ìoCxcé fratto , a più forte ragione vagliono 
j^p a nasiera irrazio^ 6 • Come lasciamo indeterminato il giudi- 
zio, di cosa sxjcr»4AJÉuno in natura le differenze ad indice fratto, 
così non possiamo cosa alcuna stabilire sopra le somme eeùai- 
mente id indice fratto (a), p ' 




i^mm 



' ii k m* m 



** 



m* 



(a) L'immortale La Granfe parlando del passaggio .da fiT*y » 

X ..? ! n naa ,ua Memoria del i^a Atti di Berlino, dice che sarebbe diffi- 
cilissimo darne naa dimostrazione diretta ed analitica: sembra che la di- 
mwuaziooe data «opra goda, di questi pregj. 



5& 
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C A P. II 

Differenziazione e Integrazione delle Funzioni 

a più variabili . 

• A 

§. 27. *^^Ia z una funzione di più quantità variabili x^y^u 
ìJ ea che noi indicheremo per z . Se in essa 

le variabili ricevono degli aumenti qualunque, il valore della fun- 
zione z varierà > poiché allora la z 9 che era funzione soltanto di 
quelle variabili , diverrà funzione di quelle variabili accresciute 
dei loro alimenti ; e se da questo nuovo valore di z soft ragghia ino 
il di lei primo valore, avremo un residuo che chiamasi la cfejfle- 
renza prima totale di z. S* aggiunge a questa differenza il nome 
Totale per esprimere che tutte le variabili ricevono i loro au- 
menti nello stesso tempo; in questa guisa essa è distinta da quelle 
differenze che si otterrebbero facendo solamente aumentare alcu- 
ne variabili , ed alle quali daremo in seguito il nome di Parziali . 

Noi considereremo due sole variabili x >y come componenti la 
funzione z\ sarà sempre facile estendere le teorie che daremo per 
le funzioni a due variabili , alle funzioni che ne contengono un 
maggior numero . Sia -dunque questa funzione rappresentata da 
z : gli aumenti delle variabili siano 03 r l ohe noi snpponghiamo 

quantità costanti , o generalmente quantità indipendenti da x e da y . 
Indicando al solito per A le differenze totali , avremo 

Az —z ^ a _ — z' ; 

riguardando la differenza prima totale A* come una nuova fu a* 

x f y 

zione di a? e di y ; 6 prendendone la differenza prima* totale > s* avrà . 
AA* —ÙlZ — àz = A's . ^ . 

x,y *-+w,jf-M x,y x,y ì 



f 
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Così -sai^ 

ed in generale 

Sì vede. adunque che le differenze totali delle funzioni a pii 
variabili si hanno nella stessa guisa , che le differènze delle fruiziqr 
ni di una solai .variabile ; ed un ragionamento simile a quello fatto 

r 

A** =,( z ^ ^ . * -— i J> pnrcbè nello sviluppo del secoa- 
jdo membro .in vece di -scrivere le potenze per es. 

{? ^ " . A ) » si scriva 

* _** ponendo eioè 4* esponente .«.come coefficiente (fc- 

gli aumenti u ei Egualmente troveremo 

3 A = ( A& «+if purphè nello sviluppo gli espo 

Denti si diano per inaici alla ^caratteristica A* 

Potremo adunaue .eliminare cìa qualunque espressione le : fii*p 
zioni differenziali 

bz ,£k'z ,A's «e. 
• *,jr *>> *•> 

per sostituirvi le {unzioni 

2 «js «9 . ec,; 

* , ^' ,*-+«# ,?•+ • ■•» * a» >y •*■ * 

€ viceversa eliminare da una espressione le 4ctte funzioni per so- 
stituirvi le differenze '. ' ' 

£. 38. In questo j. troveremo le differenze prime totali d* al- 
cune funzioni dj due-* variabili . 



(i) ... A:(*-hy) = M-Mi 
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( 3 ) • • • A ( x* H- y ) == 3**" H- 3* w * «-*: «' H- * » 

ec. ce. . . 

(4)... A(w*^/)=2ara-Hw*H-ay0-M*; 

( 5 ) • • • A ( *' •+/ ) = 3* a « H- 3* w * -*- wJ •+ »>• -+r ; 

• * • 

ec. jec. 

(6).... A(*.J') = «<-l-j'WH-w* ' 

( 7 ) . • • A ( x*y ) = **• ■+ »*7» H-.3*wtì -h «*> H- w*l 

• * 

( 8 ) . . . A ( x'y ) = xH h- $a?*w* -f- 3«?>w -l- 3*»*4 -4- 3#yw* -f- • • 

ec. ec, 

• ». 

( 9 ) . . . A ( a?y ) == 3»y w -+ 3*yw* h- «!y* •+ aa?'^ -j- óatyflw rl- 

ec. ec. 

Così noi vediamo come potrebbero aversi le differenze totali 
di qualunque funzione algebraica di x e di y. 

Cerchiamo ora le differenze totali d' alcune funzioni tra- 
scendenti . 

Siano qu este funzioni sen x cosy ; sen x seny ; cos x seny ; 
cosxcosy; ed avremo 

JH sen x cosy = sen(x H-co) cos(y H*0 — senx cosy : 

4* 

la differenza totale di sen x cosy avrà dunque questa forma 

A sen x cosy = A senx seny -+• B sen x cosy -h C seny cos x h* 
D cos x cosy . 

Nella stessa guisa le differenze totali delle altre espressioni 
avranno le forme seguenti 

A sen xseny = A' sen x seny -h IT sen x cosy h* C* seny cos x 
D' cos x cosy ', 

Tom. L I 
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A cos x seny = A'' sen x seny -+• B" sen x cosy -*- C seri x cosy h* 

D ' cos x cosy ; 
A cos x cosy == A!" sen op seny-\rW seti x cosy -fr C" scnx cosy •+. 

D"' cos x cosy . 

Le quantità A, A' ec. , B,B' ea ec., sono funzioni di sente, 
cos co , sen , cos d > ben facili a determinarsi . 

Otterremo le differenze degli, ordini superiori, per esempio 
le differenze totali seconde , prendendo le differenze prime delle 
già ritrovate differenze ; così per avere le differenze terze si pren- 
deranno le differenze priaje delle differenze seconde ec. Secondo., 
questo ragionamento avrenia 

A*(»H-.y) = o, A 1 (x*-i*y)==2to* ec. 

» 

§. 29. Le funzioni le quali differenziate ci danno le differen- 
ze totali , si chiamano Integrali Totali e s' indicatio col solito se- 
gno 2: così x~$*y è l'integrale totale di w^J;. ed x 2 -b-y. è. l'in- 
tegrale totale di 2 jcw h- w 1 h- fl , ed in generale ' z è Y integrale 

totale di Az ;. e se si rappresenta questa differenza tptale per. 
u , avremo 

u = Az j e z = 2h > delle quali due equazioni una cii 
*>y *,y *>Jf. x *y 

dà sempre Y altra . Generalmente se per u si rappresenta una-: 

* *" ' 

funzione che risulta, dall'avere differenziata n volte un* altra fun- 
zione z y avremo 
*,y 

zi = A z , e quest* equazione conduce subito a. quest* altre 
z =2 7/ ^ la quale ci dice che z è viceversa Y integrale 

*,y x,y x x>2 ° 

esimo , 1 . 

n totale di u 

**y 

Nel passare dalle differenze agli integrali conviene , ogni vola- 
ta che si fa un'integrazione, aggiungere una costante arbitraria, 
affinchè si trovino nel risultato tante costanti arbitrarie , quante uni- 
tà contiene l'ordine dell'integrale ricercato: ha luogo per queste 
differenze e somme quaqto si è detto ai §. 4, 13,20- 
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Le costanti arbitrarie possono essere anche funzioni della quan* 
tìùi xò — yw, cioè p ( atf — j/w ), poiché questa quantità atf — ^« 
41011 cangia, quando x cresce di w, ed y cresce di J; inflitti <p(x6—f 

^0 = ^((*H-w)« — (jfH-«)«) =^(flrt — jfWH-w^' — wfl); 14 
generale adunque noi prenderemo delle diverse funzioni di xù —j 
yu , per esprimere le diverge arbitrarie che bevono completare gl( 
.integrali , o le spmme delle funzioni . 

Ciò premesso occupiamoci della integrazione delle funzioni < 
Al §. antecedente abbiamo ritrovato 

A(»H- i y)===eo-|.jr==(w-^fl)i; dunque sarà 

, Sl = V^l H- p(*0 — jw ) essendo p(o?0 — jrw) ia quantità co* 

.stante arbitraria che coiópleta la somma totale dell' unità.. 
Parimente dall' equazione (2), ricaviamo 

co" H- jy = 2coSx h* ( w 2 h- fl ) 2 1 , ed in conseguenza 



e questa espressione sarà la somma completa di x. 

Permutando nella ritrovata espressione x in y , ed co in 6 e vi- 
ceversa, avremo ' ' ' J 

^ — ~ Zi —■-}• H** — J'.w ).♦ 

1/ equazione ( 3 ) ci dà 
x'^-y = # 3(o2a? a Hi- 3^2* h-w j h-«., e quindi 

Sa? 1 = *' -+y — 3 M * £ * — ( w } -M)S| 

x in ^ , w in ò e viceversa , avremo 

^/ —, ■ —-: '— -i-p^xp—yu) 

Così troveremmo le somme complete delle potenze superiori 
.dell' a? e dell' y. ' ' • 

Dall' equazione (.7) abbiamo 
*y = 2a? l h- 2 w2*jf h- aw«2* -f. (o*2^ -*- w*a2 j 
(dalla quale possiam dedurre 



<p ( art — >w ) ; e permutando 
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2,xy ^= _£ — 2 Hr ? ( *' -- jw ) - 



Dall'equazione (8) ritroveremo l'integrale di x*y r cioè T e- 
spressione completa di ^Ex x y y da cui avremo, quella di 2ffy*; e 
per mezzo di tutte queste somme conosciute >. ricaveremo dall' equa-* 
zione (9) l'espressione di 2a?y; e così di seguito. 

Dal fin qui detto è facile concludere che potremo sempre a- 

vere la somma completa di un prodotta a? y , qualuuque numeri 
intieri e positivi siano gli esponenti m ed n . 

Per farne un. esempio ,. cerchiamo la. somma completa di z = 
4.X h- ay -+• a : avremo in. questo caso r supponendo w = 6 = 1 , 
2 ( 43? H* ay h- a ) = 42# H- *2j/ H- a2 1 r e fatte le debite sosti- 
tuzioni, sarà. 



2z = zx* h- zy — a(a?H-j/) -+/H-* — (x-hy) H- (^H-^) 

p(a? — y) — 2a?*-t-^ — ^H-p (a? — y ) essendo p ( a; — y) l'ar- 
bitraria, che porta l' integrazione . Può, verificarsi questo risultato per 
mezzo, della differenziazione .. 

GÌ' integrali o somme complete delle quantità trascendenti 
sen x cos y ,, seny cos x > cos x cosy , senx seny ci sonOv dati dalle 
equazioni trovate al §. «8. per esprimerne le differenze:, abbiamo* 
infatti da queste, equazioni 

sen x cosy = A2 sen x seny -+>B2 sen x cosy^CE seny cos x -fc-. 
D^cosxcosy 

sen x seny — A'2. sen x seny -+J*'2 se« x cosy -+* C'2 seny cos jm-- 
D'2 cos x cosy 

cosx seny = A"2 sen x seny h- B '"£sen x cosy -bC"2 seny cos #H- 
D"2 co&x cosy 

cos x cosy= A"'2 sen x seny-+> B"'2 sen x cosy-+> C'"2 seny cos aH- 
D'"2 cos x cos y 

d'onde si ricavano per mezzo dell'eliminazione t valori di ^Esenxx 
cosy; 2 sen x seny, ^cos^xeosy; *£co&xseny.. 

In generale facendo qui uà ragionamento simile a quello fatto, 
al §. 17 per gli integrali delle funzioni di una sola variabile-» avre- 
mo per esprimere la somma completa di una qualunque funziona 
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di due variabili x y y > cioè di z > avremo dico 



2. ~* \ K «j 

' * — 3^»*— 3* *— 4«,J~4* 



la quale finisce secondo i casi particolari cui appartiene: ordina 4 
riamente però se w = 1 ? = I > quando, a? h maggiore di y , si fa 



e quando jf è maggiore di x , si fa; 



• • • • 



§. 30- Abbiamo- veduto al §. antecedente che 

Parimente dall' equazione (6) del §. a8.>. noi avremmo ot- 
tenuta 



5# = **—*** ^El^p (xG —nyu ),. da cui sostituendo- per 2* 

fé. 

il suo; valore* troveremo* 



«ce" 



noi abbiamo- adunque* due espressioni* per* 2y : e siccome ciò ac* 
cade ancora per le somme- delle potenze superiori delle variabili, 
non sarà inutile trattenersi a dimostrare , che queste due espressio- 
ni diverse in apparenza r sono* però in? sostanza la stessa ; molto più 
che con lo* stesso metodo* dimostreremo* Y eguaglianza: di due qua- 
lunque altre espressioni r che* potessero* aversi per rappresentare 
una medesima, somma . Se le due espressioni avute per 2y sono in 
sostanza la stessa r dovrà Y equazione- 

>l±f zdi^^ll 1 * h- T ( xt — yu ) esser vera . Segue di qui che 
iteli' equazione 



\ 



00 MA T EMATICA S 1/ li L l M E 



w H- 9 

v i .ira 'Mt.y ì 

• ■ • • m 



<p (atf — j/w ) il primo membro deve essere una funzione di xè — 
^oo : dunque questo primo membrQ o deve divenire £ero p eguale 

,adima quantità costate facendo xò- — jw = q, ovvero x =~: fat- 
ta questa sostituzione il ''primo membro diviene effettivamente nul- 
lo : egli è dunaue una funzione di ord — yw : dunque i due valori 
di 2y sono tali che 1- Vino si riduce facilmente air altro , cambian- 
do la forma della funzione arbitrari^ , . 

Il Geometra Bossut che ( a ) ha detto qualche cosa sopra Ja 
. somma delle funzioni a più variabili, a parer mio ha fallato, poi- 
ché dichiara npn sommabili gerte espressioni , le quali per mezzo 
f delle nostre teorìe sonò integrabili completamente 

$. 31. -Noi abbiamo supposto qeHa determinazione de)ie diffe- 
renze superiormente trattate, che le variabili x,y crescano nello 
stesso tetapo degli aumenti co e fl,: può ancora considerarsi il caso 
nel quale queste variabili aumentino in tempi diversi , o una dopo 
dell' altra., e ricercarsi in questa ipotesi le deferenze della funzio- 
ne z ; anzi in questo sefcoÀdo caso la teorìa che grattiamo, è di 

* »y 

una maggiore estensione e di un maggior .uso . 

Óra adunque .considerando generalmente la -variazione che 
può soffrire la funzione z in virtù degli aumenti che ricevono 

le variabili, si vedrà che possiamo ricercate le di lei differenze o 
rapporto ad x o rapporto ad y o rapportò ad x e ad y nello stes- 
so tempp : così sarà espressa per 

z . -T- z la .differenza di z rapporto ad x -, per 

*+!*,y x,y x f y rr r r 

z M — z la differenza di z rapporto ad y ; ed infine la 

x>y~¥t x,y x,y * * ■ ^ .' 

differenza di z presa per rapporto ad x e ad y neHo stesso 

■' .* >y 

tempo sarà espressa dà z . — z 

*• * x -+ u 9 y -+0 - x,y 

. «Le prime due ^.differenze ,si chiamano Differenze Parziali, 



( a ) Tratte de Calcul Dffirentiel et de Calcai Integrai: Tom. J. pag. 64, 
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per distinguerle dalla terza, alla quale si è dato il nome di Dif- 
ferenza Totale. Ancora le differenze parziali sono indicate dal- 
ia lettera greca A> ma al disotto della 1 funzione da differenziarsi 
si pone la variabile , rapporto alla qjiale dobbiamo differenziare ,. 
separandola dalla funzione medesima con una linea curva: f ispe- 
zione oculare basterà per pna maggior spiegazione. 

Noi scriviamo b&^.V per indicare la diiferenza prima, presa pet 

x ,jr 

x 

rapportò ad sk egiialhienté Afc "'" per indicare là- differenza prima 



. •. 



presa per rapporto adj/; e» semplicemente ( §. 23 ) A^ per e- 

sprime re là differenza totale . Còsi ' • 

Considerando la seguente tabella , vedremo come devono pren- 
dersi le differenze parziali del secondo ordine , e come devono 
scriversi:. 

Diff^\rapp.ada^.A^ 



Y . 

ad ar, e ad > \-&** %y — V*«.*>»~~ **+.»,t ~~ Z 'x,y + * 
successivamente/ ^ 



esima 



In generale per esprimere una differenziale {m^^n) par- 
ziale presa m volte rapporto ad. oo , ed te volte rapporto ad y > si 

scrive A. z ~ si- dà. doè alta caratteristici A un. indice c- 

guale all' ordine della differenza, e si scrive accanto ad essa la 
funzione z , sotto la quale sono collocate le variabili oc y y rap- 



v> 



I 
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porto a cui dobbiamo differenziare, ed è posta uua linea curva 
in luogo della barra di divisione: a ciascuna poi di qneste variabi- 
li si da un esponente eguale al numero delle volte che deve pren- 
dersi la differenza rapporto ad essa . 

1/ operazione per avere le effettive differenze parziali non ha 
alcuna difficoltà ; poiché nel prendere una differenza consideriamo 
costanti tutte le variabili , eccettuata quella rapporto a cui si vuol 
differenziare . 

§. 32. ^Prendendo la differenza seconda di z prima per rap- 
porto ad y , poi per rapporto ad x > ottenghiamo per A*s una 

> 

espressione, la quale eguaglia quella ritrovata superiormente per 

A*2; ; è dunque indifferente T ordine da seguirsi nel prendere 

xy 

la differenza seconda di z rapporto ad x e ad y successiva- 
mente ; in generale non sarà difficile dimostrare che per avere la 
differenza A z , possiamo seguire nel differenziare quell'or- 

dine che più ci piace: si può differenziare un certo numero di 
volte per rapporto jàà ,x> quindi differenziare rapporto ad y y poi 
tornare a differenziare .rapportò ad x> in queir ordine che si yuo r 
le , poiché avremo sempre lo stesso risultato : conviene però che 
ad operazione jinita le differenziazioni rapporto ad x siano m di 
numero > .fi quelle rapporto ad y n di numero . 

.11 superiore algoritmo per indicare le differenze quanto è chia- 
ro e semplice allorché trattasi soltanto y di differenze parziali, o 
soltanto di differenze totali ; diverrebbe imbarazzante e confuso se 
volessero indicarsi con r esso ,le differenze parziali delle .differenze 
totali e viceversa; in questo x?a so j>cr indicare le, differenze totali 
sarebbe necessario adoprare un' altra lettera diversa dal A- 

Ma una tale inesattezza d* algoritmo non è d* alcuna influen- 
za, .come vedremo in tutto il corso dell' Opera. Vaglia per ogni 
cautela .averla avvertita , 

§• 33- Passiamo ora a dimostrare jm teorema interessante che 
esprime la relazianc fra le differenze totali e le parziali appar- 
tenenti alla stessa funzione . 
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Abbiamo trovato al §. antecedente 

A't. = z . — - z ~z . -+• z 

xy 

Az = z . — - z •» A2 = z , A -~z : dunque 
A<s -4- Az -+■ A*« c= z . — z ; ma ( 6. 37. ì 

x y xy 



AJ 



z = As dunque 



«-tu, 9-4*4 *,j *,J 



As =A Z H*Az H-A*« i equazione che contiene que« 



sto interessante teorema. 

„ La differenza totale della funzione z delle due variabili 

***y 

„ x ed y è eguale alla somma delle tre differenze parziali della 
» stessa funzione., cioè ajla differenza prima parziale rapporto ad 
„ o? 9 pia alla differenza prima parziale rapporto ad y, più alla 
„ differenza seconda parziale per rapporto ad x> poi per rappor- 
ta to ad y „ . 

Potrebbero trovarsi altri teoremi per le differenze degli ordi- 
ni superiori . 

§. 34. Fremesse le regole generali per ottenere le diiferenze 
parziali delle funzioni a più variabili > trattenghiamoci nell* asse* 
gnare le differenziali delle diverse funzioni , per servirsi dei risul- 
tati che otterremo , a^lojrchè parleremo delle integraziojoi delle fun- 
zioni medesime ,. 

*y 

( 2 ) • • A*£>, = awfa? h-<o*< • 

.*y 

< 3 ) • • • A 2 ^ = 3*w* ft -*• 3*«\* h- «'*. 



Toro. Z K 
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( 4 ) • • • A*££ = 4^*' H- 6dw V -t- 4*« J * H- w 4 * • 



(5)... A*££=4dw^^^w>-t-3w0*a?-hw **' 

( 6 ) . . . A**£ == 6flw*V H- 68w*#y H- atoty H- 3^*** H- aw*^* «4 



J4* 



«V. 



ec. ce. ce. 

« 

In generale indicando per z x una funzione di a?, e per r una 
funzione di y, avremo 

(7)-..A\^==AvAv 

Si vede come potranno aversi le differenze parziali degli or- 
dini superiori > poiché l' operazione per prendere le differenze t non 
ha alcuna difficoltà : così 

Né sarà inutile osservar^ che i risultati ottenuti nelle supe- 
riori dinej-enziàziohi , sarebbe** stati li stessi , se le funzioni che 
abbiamo differenziate, fossero state aumentate di <p(x) H- ▼ 00» 
essendo (f>(x) una funzione qualunque di a?, e V(y) una funzione 
qualunque di y, cioè la differenza parziale seconda di x*y-+ <f>(x) 
+ v(y) sarebbe stata egualmente 2W0» -t- w*tì > come era la ditte- 
renza ài-x*y. 

§. 35. Sia « o semplicemente tó la; differenza A**,, , » ov- 

vero ( scrivendo z per 5^ ) A\L , ed avremo u = A 1 £ • 

La funzione z, la quale differenziata due volte, prima per 
rapporto ad x , poi per rapporto ad y , dà la funzione u , chiamasi 
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la Somma Seconda o l' Integrale Secondo di z , Parziale , pre- 
so cioè prima per rapporto ad », poi per rapporto ad,, e fv&. 
ca così 

5 = 2* *,: di modo che l'equazione 
# = A\* > conduce subito T altra 

xy 

25 = 2*i,j ed in generale l'equazione 
u — ò!" * 'vi, conduce T equazione 



*■>* 



JWH- » 



2 = 2 ^; e queste due equazióni significano in sostanza la 



* ' *V 



stessa cosa. ^ v 

Nel passare dalle differenze agli integrali > ogni volta che si fa 
un' integrazione conviene aggiungere una costante arbitraria , ac- 
ciocché ad operazione finita si trovino nel risultato dell' integrazioni 
tante costanti arbitrarie , quante unità contiene Y ordine dell' in- 
tegrale : così un integrale d* un ordine n -+• m dovrà contenere un 
numero m h- ti di costanti arbitrarie : in questo caso Y integrale 
prende il nome d* Integrale Completo ♦ 

Quelle costanti potranno anche essere funzioni variabili: im- 
perocché quando si faranno le integrazioni rapporto ad a?..* le co- 
stanti arbitrarie potranno essere funzioni di y> e quando integre- 
remo rapporto ad y , le arbitrarie potranno essere funzioni di x . 

Dopo tutto questo è facile ricavare dalle differenziali del §, 
antecedente queste formule d* integrazione 

2\L : = -*? h-P(*)h- *00> essendo <p(x)> T(jr).due funzioni 

respettivamentc di ce e di y arbitrarie , 

2\* = ^J — — 2\LH-<p(*0H?¥/y),e mutando x in y > co in de 

xy 2w 9 3 xy 
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viceversa, avremo 



2*>,= 


y * 

' 2<*J 


2*^ = 

xy 


3«8 


2*2 = 


4<«I0 


2 4 *^ = 

xy 


<5«» 



!2 s ìH-e(*)H**00. 






ce. ec. 



«e 






(0 



6 ^>*^* wft s?^ - »*• 



2**> — ^2\£ — - 2*»: — ~ 2** — V x • 



a « 6 



*> 3 *J» "" xy " xy 



SM-i- *(*>-* *O0~ 

ec - ec. ec: ' 

Si vede come potremo avere la somma seconda di un prodot- 
to qualunque x m y n ; anzi in generale dalla formula ( 7 ) del $ an- 
tecedente abbiamo f indicando per p una funzione di «, e p«r 

q una funzione diy } 






Da quest* ultima fòrmula possono aversi ancora più sempli- 
cemente espresse le somme che abbiamo qui sopra trovate . 

§. 36. Dalla teorìa delle serie possiamo ancora ricavare la 
formula generale dell' integrale o Somma Seconda di una qualun- 
que funzione & di x e di y: infatti 2 m «„ . è eguale alla som- 



*>y ' Ci2 

xy 



ma rapporto ad y della somma di z g y rapporto ad a?: ora la som- 



ma di z rapporto ad a? è 
x >y 
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* -4* z H^ z -+• z h* ec. dunque 

2*2; = 2& H- 2s . H- 2s -k ec. , e però 

*x y y ' y 

** * x y *—<*,%-* x*2<* f y—l x— 3«>j-8 






*—*,/ — 3* *— w f jr— a* *-3 w ,J~3» 

— f. ec •**■ ce H* ce 

Questa formula in generale è composta di un numero infinito 
di termini :. nei diversi casi particolari però secondo le circostanze 
del problema, ne Rassegnato il fine. 

Se si fa w= i j 6 = i , e le variabili x,y si snppongono nu- 
meri intieri , allora la serie suole finire ai termini ove o tutte e 
due , o una delle variabili diviene nulla . Così incominciando dagli 
ultimi termini a scrivere la serie, si ha 

2*z =3 -hz H-£ HrZ -+■ -frz 

x 9 % o„o ìp.o a,o 3,0 *—.i,o 



*y 



Z -hz H-£ -hz •*• . . . . . H-^ 

0,1 i,i a,i 3,1 x— 1,1 



Z m !• Z * l a <&• • N £ m !■ ••••.• • !• Z 
0,2 1,8 2^ 3,2 *— 1,3 



Z> -+■£ H** *-4*^ -+■ H-£ 

Qt3 i>J a,»3 3»3 * — *>3 



r 



•« 






§ 37- Facciamo qualche applicazione delle integrazioni del- 
le funzioni a più variabili % alle serie doppie ( a ) , 



(a) Sì chiamano serie doppie quelle che hanno il termine generale 
funzione di due variabili* 
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Sia la serie doppia che è conosciuta sotto il nome di Tavo- 
la Pitagorica 







x 



o 
I 
a 

3 

4 



o 
o 
o 
o 
o 



o 
I 

a 

3 

4 



o 

2 

4 
6 

8 



3 
6 

9 
io 



o 

4 
8 

* 

16 



O t . • . . o 

H • • • • • 06 

IO * • • » • 2iX 

« • 

15 .... . 3« 

« 

20 4X 



2y 



ar 4j^ 



sj' 



«y 



della quale cercasi la somma . Indichiamo per S la somma di tat- 
ti i termini fino agli indici x — 1 , y — li avremo perciò che si 
è veduto al §. antecedente 



S = 2 4 2- 

xy 



Ora dal §. 35. si ricava , facendo w = 6 = 1 



2*22 

xy 
2^ 

xy 



x*y* 



*•>» 



-?.2^ 

a xy 



xy* ^ ^y 

4 4 



-2 2 * 



-2\L 

4 *£ 



f(*)-i-T(;)» 



4 



H-a-T-?-*-*(*)-hTO0> 



ay> 
4 



**jr* — xy* —.yx* ■+ xy 

5 



*(*)h**oo 



2 •' 2 



p(*)H* ▼(.?)* dunque 



2.2 



P(*).4T()): 



Avremmo trovato subito questo risultato per mezzo della 
formula 
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6 9 



2p -2j -h^>(»)H- Y (^)> facendovi p 



• • • 



2*p .q = 

Siccome quando « ed y sono nulle , la somma S deve essere 
ancora essa nulla, avremo perciò p (a?) = o, Y (y) = o, e 
perciò 

g *(*~i)y(y— ») 

4 

Sia 07 = 



S • 4 • 4 . 3 



5, ^=4, e troveremo 
= 6o. 



La somma adunque di rotti i termini della serie fino all' indice 
4 orizzontale e all' indice $ verticale , è = 6o . Ciò può facil- 
N mente verificarsi. 

Per un altro esempio abbiasi la serie doppia 



a? 



o 
i 

a 

3 

4 



o 
i 

3 

4 



I 

a 

3 

4 

5 



a 

3 

4 

5 
6 



4 

5 
6 



5 
6 

7 
8 



x 
x 

X 
X 

X 



I 

a 



^ »^ 



a 



x 



della quale sia cercata la somma . Indichiamo per S la somma di 
tutti i di lei termini , fino agli indici x — 1 1 y — i, ed avremo 

<f>(x)-\.V(y). 



*7 



2* * -h 2* t 



x*y ■+>** — 3«jr 
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Per determinare le dijie funzioni osserveremo che facendo x 
i > dobbiamo avere 

S = >*>""'' , e da questa condizione si ricava ***— Ij = . . 



a 



mente facendosi y = i dobbiamo avere 



2 

dalla quale si deduce ^ (*)H-f ( i) =P. 

Le due funzioni adunque p ( # ) » ▼ ( jr) sono costanti ; queste 
si annullano » poiché la somma cercata deve essere = o .quando 
x=y = o. Sarà pertanto 

g a= ^yj±j^jZL^ é Sea?=5,^==4, avremo S==7©. 

§. 38. Datji 4jna funzione esplicita delle due variabili x?y 
che noi abbiamo rappresentata per z % abbiamo considerato il 

x t y 



ài lei stato variato , quando cioè Xj"y Rivenivano #Hhtoo f H-0; 
ne abbiamo determinate le differenze parziali , totali , e le somme . 
Consideriamo adesso il cago nel quale la funzione z è una funzio- 
ne implicita di due variabili x ed y > cioè il caso , in cui z è da- 
ta in x ed y per mezzo .di una equazione fra «essa e le dette va- 
riabili • 

Una equazione Ira tre variabili x y y y z che possiamo gene- 
ralmente rappresentare per p ( a? >,?>£) = o ci dà sempre 9 pos- 
siamo supporre che ci dia una di ,queste variabili espressa in fun- 
zione delle altre due. I valori di due di queste variabili rimango- 
no indeterminati > e Y equazione sussiste sempre qualunque d* al- 
tronde siano questi valori. Riguardiamo z come una funzione del- 
le due variabili x edy ^ed indichiamola per z : la forma gene.- 

rale dell\equazione sarà allora <p ( z , x , y ) = o . 

. x % y 

Quèst* equazione essendo vera per qualunque vaflore di x & 
di y , potremo in essa .sostituire #h-w invece di x; ed ^h- io- 
vece di y , senza che questa cessi di sussistere : ric^v^remo >adu5- 
que da essa queste tre equazioni 
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= o 



r« 



(0->*(* .,. >*-$-wo0 






([3)--f(« jrH .. i/H . l »*H.«^-h») = o. 

le quali avranno luogo insieme con lei. 

L'equazione ( i ) s'ottiene ponendo nella proposta a?H-w per 
x; l'equazione (a) si ottiene sostituendo vi y h- per y \ e l'equa- 
zione (3), sostituendovi »h- w,jy — s — d nello stesso tempo per x 

e P er ?' . 

Ciascuna di queste equazioni (i)*(a)>(3) jci da altre tre 

equazioni che hanno luogo insieme con essa: co& l\equaziocu9 ( 1 ) 

ci dà 

(4)....p(2 ,a?-f-2W,v) = o 






L' equazione (a) ci dà 
(7) ••••<?( 3 A >a7H-w,yH-0 = o 

(a)..p(z .4«-f-u»yH-aO = o. 

L' equazione ( 3 ) ci dà 



( ia) .... ^(acH-2w }< yH-2fl,a 



«-4*2» 



Di tutte queste dodici equazioni la (3) , la (5) .e la (7) sono 

la stessa; la (6) e la (io) sono parimente la stessa; la (8) e la (11) 

sono anche la stessa : così esse si riducono ad otto equazioni diverse 

che sussistono nello stesso tempo della proposta <p ( z > ff , v ) 

Tom. I. L 



.*,* 
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Seguendo lo stesso andamento, potremmo dedurne delle altre 
che avessero luogo insieme con loro. 

§. 39. Avendo luogo insieme con la proposta le equazioni 
(0>( a )>(3) cc - qualunque combinazione di queste equazioni 9 
avrà luogo ancora essa simultaneamente : le differenze adunque 
dell'equazione <p(z ,a:, t y) = o, o semplicemente p = 0, sia 

parziali , sia totali , sussisteranno insieme con V equazione stessa 
q> = o ; esse infatti non sono che combinazioni delle superiori e- 
quazioni, ottenute sottraendo le une di quelle equazioni dalle al* 
tre : così per es. 

In generale si dà il nome d* Equazioni a Differenze Parzia- 
li a quelle equazioni che sono o possono considerarsi essere una 
combinazione qualunque delle (i)>(»)*(3) «?. Si chiamano del 
Primo Ordine quando contengono 

z e z : si chiamano del Secondo quando contengono 

alcune delle funzioni 

z ,z M yZ _ : si chiamano del Terzo quando 

contengono alcune delle funzioni 

z sZ +z st> A > e generalmente si 

chiamano dell' n l ordine, quando esse contengono alcune fun- 
zioni di questa forma 

Tutte le combinazioni adunque che possono farsi con la pro- 
posta e con Y equazioni ( i ) e ( i ) , sono equazioni a differenze 
parziali del primo ordine ; e tutte quelle che possono farsi con la 
proposta e con le equazioni (i)»(2)>(3)>(4) ec> ( 12 )> . souo 
equazioni a differenze parziali del quarto ordine , e così di sc- 

. S uit0 • 

§. 40. Supponghiamo che la proposta equazione p(s »*».?) 
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r=o, contenga alcune costanti arbitrarie: è manifesto che queste 
si ritroveranno inalterate nelle equazioni (1)1(3)9(3)9(4) eo. 
Ora per mezzo della proposta e delle equazioni ( 1 ) , ( 2 ) potremo 
eliminare due costanti arbitrarie , ed otterremo un* equazione a 
differenze parziali del primo ordine , 1$ quale conterrà due costan- 
ti di meno della proposta : egualmente se per mezzo della proposta 
e di tutte le ritrovate equazioni diverse che sono òtto di numero 9 
si eliminano otto costanti arbitrarie , avremo pn' equazione del se- 
condo ordine , nella quale non mancherà alcuna di quelle funzioni 

z ,z ^z L A 9 conterrà otto costanti di meno del- 

la proposta 9 ed avrà luogo insieme con essa. Così potrebbe dal- 
la proposta dedursi un' equazione del terzo ordine a differenze fi- 
nite e parziali che avesse luogo insieme con lei, e contenesse un 
pcrto numero di costanti di meno dì essa ♦ 

Anzi le quantità che si eliminano 9 possono essere ancora fun- 
zioni variabili . Abbiasi infatti l' equazione 

0(2 i#>y>u 9jP ) = o nella quale n e p rappresentano fun- 

x 9 y y x y x 

zìquì determinate indeterminate di x e di y respetti vamente . 

Ha luogo insieme con la proposta ( J. 3$. ) ancora questa e- 
quazione che da essa deriva 

p(z jX^{jò 9 y } p )ii ) = o: ora se per mezzo di quest* 

ultima equazione e della proposta medesima eliminiamo la fun- 
zione u che ritrovasi inalterata in ambedue* avremo una nuova 

y 7 

equazione che rappresenteremo per 

(a)..- *( z x + u % y %x ^^x^x^ :=z0% la *&*** noa conter ^ 
traccia alcuna della funzione u , / 

Sussistendo quest' ultima equazione 9 avranno luogo con essa 
ancora quest' altre due 

* (z *>&iy-i*t>P 9P )=É=0 

le quali s' ottengono col sostituire nelT equazione fuocesavainea- 
tc y~\.ò per y , 



< 



; 
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Per mezzo di queste due ultime equazioni e della (a) r po- 
tremo eliminare le due funzioni p ,p . > ed avremo infine un* 

equazione fra 

x y y>z >z >s . A yZ iAl la quale non con- 

terrà più alcuna traccia delle due funzioni p , u che si ritrova- 

vano nella proposta . Questa sarà un* equazione a differenze par- 
ziali del terzo ordine; così per eliminare due funzioni da una e- 
quazione , è stato necessario passare alle equazioni a differenze par- 
ziali del terzo ordine: può accadere però che bastino V equazioni 
a differenze parziali del secondo ordine per eliminare due funzio- 
ni secondo la natura delle funzioni e dei loro coefficienti . 
Per esempio indicando per 

u A t >p A due funzioni diverse della quantità variabile fcrH- 

wy , esse possono eliminarsi dall' equazione 
P ( z yXiyyU ip é ) == ° per mezzo dell' equazioni alle 

differenze parziali del secondo ordine : infatti insieme con là pro- 
posta hanno luogo queste tre eqnazioni 



^'#4. f ,4r'* 4B ^ 4,,B |l494^b4.,4M) 



dalle quali eliminando 

u ',p A , avremo un' equazione a differenze par- 

6x •+ wjf -4. 2«*8 *9x •+ wy -+ 2«Q * 

ziali del secondo ordine che non conterrà le funzioni > le quali 
erano nella proposta . 

Vedremo tutto più chiaramente allorché parleremo dell' in- 
tegrazione delle equazioni a differenze finite e parziali. 

§. 41. Le equazioni a differenze parziali sono moltissimo più 
generali di quelle dalle quali per mezzo dell' eliminazione delle 
funzioni sono state dedotte : ciò si concepisce facilmente , impe- 
rocché eliminata da una proposta equazione una funzione u x de- 
terminata di x y V equazione a differenze parziali che non contie- 
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ne questa funzione , è la stessa come se u fosse stata una funzio- 
ne indeterminata di a?: mentre dunque l'equazione proposta appar- 
tiene ad un problema , in cui u ha un certo valore determinato > 

T equazione a differenze parziali appartiene a tutti i diversi pro- 
blemi che corrispondono ài diversi valori % i quali possono darsi 
ad u secondo il nostro arbitrio .. 

§. 43 I due aumenti delle variabili x>y che noi abbiamo 
rappresentati per w e fi, sogliono, ancora ràppresóatersi per Aa? e 
Ay: essi infatti souo le differenze delle variabili x qd y . Ordina- 
riamente si suppongono* costanti , ma può jancof a estendersi il cal- 
colo delle differenze finite a considerarli variabili : le regole della 
differenziazione però sono le stesse * 



4 ' • » 



\ 



7« 






^TT^^T^T 
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Integrazione delle Equazioni a differenze finite, 
delle funzioni di una sola variabile • 

.§. 43. \ Bbiamo veduto al ( §. 11. ) che data un' equa- 
jlX. zione 



« •» 



(U)...p(a?,v ,a,£,c ec.) = p 

fr^ oc ,y e quante si vogliono costanti , possiamo sempre d.edjirnp» 

un' altra 

p'(9\y M > &&,>&&* ce. ) = o ovvero ( §. 5. ) 

(V) ... * {*>J a >? 9 + ^9 m + w > ec- ) = 9 

alle differenze finite dell* ordine n > la qnale contenga un nur 

mero n di costanti di meno della data equazione ( IT ) medesima . 

Come T equazione ( V ) si chiama l' equazione alle differenze 

dell' ordina n* m * dell? ( U ) , così qnest 9 ulticqa chiamasi V Equa* 



tstmt 



zione Sommatoria > ò Y Integrale n della equazione ( V ) . 
Dunque V integrale n efl *° di una equazione olle diffe- 



ctimp 



renze n è uri altra equazione fra x , y ed un numero n 

di costanti , dalV eliminazione delle quali risulta la stessa 
equazione alle differenze; e siccome data l'equazione (V), 
nella quale non si trovano quelle costanti > non è determinata cosa 
alcuqa sopra la loro natura > così esse possono ricevere qualun- 
que valore che ci piace: si chiamane ppr qupstp Arbitrarie. 
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Si dà poi il nome d' Integrale Completo a quella equazio- 
ne (U) quando il numero delle costanti arbitrarie che essa con- 
tiene è eguale all' ordine dell' equazione differenziale ; e dicesi 
semplicemente Integrale , o Integrale Particolare quando le co- 
stanti arbitrarie vi sono in un minor numero. 

Chiamasi Integrale del Primo ordine o Integrale Primo ., 
un'equazione fra x, y x >y x +„>y x + 2 „* ec > -^ + (*-■)« ed una 

costante arbitraria , dall' eliminazione della quale risulti Y equazio- 
ne ( V ) ; si chiama Integrale del Secondo o Integrale Secondo 
una equazione fra x^y^y a *y ^ > ce. 9 y r . , e due 

costanti arbitrarie, dall' eliminazione delle quali risulti la proposta (V) 
e così di seguito . 

D' ora in avanti tutte le nostre ricerche sopra Y integrazione 
dell' equazioni saranno dirette a ritrovare Y integrale dell' ordine 

n um ; e per questo noi diremo semplicemente Integrale per inten- 
dere T integrale n ' : quando la cosa dovrà essere diversamente 
lo avvertiremo • 

§. 44. Siccome V equazione sommatoria (U) e T equazione 

• 

colle differenze n (V) hanno luogo nello stesso tempo, così 
quest' ultima diverrà identica quando vi si sostituiscono i valori 
àiy >y .^^y n(a ec * ricavati dall' equazione sommatoria ed e- 

spressi per x e per le n costanti arbitrarie . 

Segue da ciò che è la stessa cosa , data un* equazione (V) al-' 

le differenze dell'ordine n , ritrovare un 9 equazione (IT) fra 
x , y , dalla quale per mezzo delV eliminazione di n costanti 

essa risulti, ovvero ritrovare per y una tale espressione che 

sostituita nella stessa ( V ) la renda identica ; per quQSto noi 
daremo il nome d' integrale dell' equazione ( V ) a queir espres- 
sione di y la quale contiene un numero n di costanti arbi- 

tmrie, e che sostituendo essa ed i valori da lei dedotti per 
V , V ce. nella equazione alle differenze (V), la ren- 

de identica . S' aggiunge a questo integrale il nome di Comple- 
to > onde distinguerlo da quella espressione cui mancano alcune 
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costatiti arbitrarle , e che prende allora jl nome d' Integrale com- 
pleto, (informemente a ciò che è detto sopra. 

Nel trattare dell' integrazione delle equazioni noi comincie- 
remo dal sopporre w = i , e vedremo in seguito come dagli inte- 
grali ottenuti in questa supposizióne , possono dedursi gli integrali 
che si convengono al caso .di qualunque valore di w ; noi parlere- 
mo principalmente dell' integrazione delle equazioni lineari, nelle 
quali cioè la funzione incognita y e le sue differenze Ày > À*y ec. 

ovvero \& funzioni y ^,->y ■ „ ec. , non sono elevate che alla 

J X •+ 1 1 X •+ 2 . . . . j . . . 

prima potenza , poiché queste sono le sole equazioni , per le qu a- 
li si abbiano dei metodi d' integrazione dotati di qualche gè- 
neralita. 

§. 45. Ecco Ja forma generale delle equazioni che ci prò* 
pongbiamo d'integrare: » <•*.,.- 

A*v h-AA w "% -4-BA*'~\ h-. -t-PAv H-Qy =X 



* . ~ X X 



ovvero 

y -ì»ay H-fty -+• — H- tfy = X : di queste due 

forme una si può sempre ridurre all' altra per mezzo delle formu- 
le del ( §. 5. ) e ciascuna di esse rappresenta egualmente un'equa- 
zione lineare alle differenze finite dell' ordine n . La seconda for- 
ma però , come più comoda per i nostri metodi , sarà quella sotto 
la quale considereremo le equazioni da integrarsi ,' " 

Si tratta adunque di trovare V integrale completo dell' equa- 

zione lineare dell' ordine n 

di trovare cioè per y una tale espressione, in x che contenga un 

numero n di costanti arbitrarie , e che ponendovi # H* ! invece 
di x per avere y , a? -fa per a; a fine di avere y , , e così 

r ■ J X ■+ 1 7 * - y X -4- 2 

di seguito, e quindi sostituendo l'espressioni di y ,y ,y y 

i ... X X ™T* 1 X . • J> 

ec. nella proposta , questa divenga identica • 

Per procedere con metodo in tal ricerca , noi comincieremo 
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dalle equazioni del primo ordine , e quindi passeremo alle equa- 
zioni degli ordini superiori. 

Sia pertanto da integrarsi Y equazione del primo ordine 

y ■ — a y = o, nella quale il secondo membro è nullo., ed il 
coefficiente a è una cogpita {unzione di x . Abbiamo da questa e- 

X 

quazione y = a y , e prendendone i logaritmi 

la « ovvero 

X 

la , e perciò 



ly 


=iy. 


*>.*.- 


-ty. 


My, = 


= la . 

X 



Quesf ultima equazione conduce subito (14) quest'altra 
Sy =2la ,dacnny =e *, (indicando per e il numero il dicci 

X •• X 

logaritmo iperbolico è T unità ). Ora abbiamo (13) in generale 
''Sia = 2/a -f. G rappresentando per G juna jcostante arbitraria ; 
dunque sarà 

y == e = e - e : ma essendo G arbitraria è ancora -e una 

J X 

quantità arbitraria; dunque ponendo invece di e , Ja costante ar- 
bitraria A , avremo ; 

y — Ae t ■* ; e questa espressione di y sarà Y integrale completo 

.( 44 ) della proposta . * 

L* espressione poi di 2Za si ritrova per mezzo delle regole 

date per l'integrazione /delle funzioni al Cap. I: in generale sa- 
rà (*7) 



2la =la ~+la -+* ^la ~{*la =l(a .a V 

<z .a ), ed avremo l'integrale completo della pro- 
posta espresso ancora in quest* altra maniera 
Tom. I. M 



s 



ì 
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v =Ae = Aa .« a .a > come 

può verificarsi . 

§, 46. Abbia T equazione da integrarsi il secondo- membro 
che sia una funzione qualunque di x che indicheremo per X ; deli- 
basi cioè trovar 1* integrale completo dell' equazione y — * 

a y =X, - * 

X^ X 

Facciamo y = « 2z r essendo* * > z due funzioni incogoi- 

* X X X X «*" 

te di a: da determinarsi. Sarà evidentemente (16) 

# 

y ._ . = a 2* == «■ ( 2; h- 2s ) > e sostituendo nella: 
proposta per y e per ,y ». i loro valori * troveremo fra a e z 
questa equazione 



(tt — a et )2fc ***!* .z =*=X.. 

V #-*I x x' x X!-tM X 

Siccome abbiamo una sola equazione fra le due incognite 
a , z , così una di queste potrà determinarsi a nostro arbitrio : de* 

terminiamo a in maniera che il coefficiente di 2z divenga nul- 

lo* Questa condizione ci darà per determinare * l'equazione 

" X 

x — a * = o , e per determinare z , V equazione 
* ,z =X: avremo adunque (45) 

= Ae *, 



• 

X 



I ~~ E/ * -4.1 
z =— e .X, e quindi 



* A 



y. 



et Zz =e *2e * .X: ma 



— "Sta t- £/* 

Se * + I .Xt=2e x + I .X-fC costante ; dunque 



« — e ** ( C H- 2e * "*" ' • X ) : questa espressione è l' iutegrale 
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completo della proposta, poiché soddisfa ad essa (44) e contiene 
una costante arbitraria. 

Essendo (17) 2fo =la -h^la , avremo 



e "^^e * *=e *-j^ = c . \-, e quindi so 
tfituendo nell* espressione trovata per^y * avremo l'integrale com- 

X 

pleto biella proposta sotto quest* altra forma 



•^ ... 

Suppougbiamo che Y equazione sia y . — <*y =6, a, 6 
essendo costanti : avremo allora 



/<( = a *- , (CH-62i)=y- , <C^é.i. T ^)=Ca 



*— I 



Ca*H- — , facendo C 



e 



1 —4P 1 — 4f 41 



Lo sviluppo dei ritrovati integrali ci è dato dall' integrazio- 
ne di funzioni di una sola variabile ; ma ima equazione si conside- 
ra come integrata quando il suo integrale dipende dalle somme 
delle funzioni . 

Essendo X una funzione qualunque data di x ) rappresentia- 
mola per m , e quando Je funzioni che entrano nell'integrale com- 
pleto , non saranno integrabili , prenderemo per rappresentare lo 
stesso integrale completo , la seguente espressione sbarazzata dai 
segni sommatoi j : 



10 



y=aa, a .(Ch-2 * ) i* e togliendo T 

X 4P — I I O 

altro segno sommatorio che è fra le parentesi, avremo 

v=a t cz .a ^ ,«z.a(G 

^x *— 1 *~ 2 *— 3 1 q\ 



#— 1 



*-i x — 2 -io 





Xt- 


-S 




a 




1 


. a 


Jf — 


9 
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— — H h ovvero, 

m .a a ' * 

i o o 



<y sss VI 



x * — I 



* — I *-2 

a ara H*- 

#— i *— 2 # — 3 - 

cl a a m 

* — 1 #—2 Jr — 3:. # — 4 

a a a, a m ~u 



« 



* 



a a a a m —f- 

*~I *. — 2 *— 3 I O 

a a, a . *. ......... ai a C 

Se a ,m fosserozero , cioè se le funzioni m > a diventassero 

» 

nulle quando # = o> allora, le espressioni finirebbero con m ed 
a , e se queste ultime fossero anche nulle, terminerebbero le espres- 
sioni con m , a > e così di seguito : in generale dallo circostanze 

dei problemi , nella soluzione dei quali s' impiegano queste formu- 
le , determineremo il fine delle serie . 

§• 47. Per farne un esempio > supponghiarae^iCne si ricerchi 
il termine generale della seguente serie 

Indici o 1 a 3 4 5 6 . • ^ . . . or 

Serie 1 , 3 , !&, 137 r . . X x 

i termini della quale sono legati con questa lègge: un termine qua- 
lunque è eguale al termine antecedente moltiplicato per 2 eleva- 
to ad una poteqza indicata dall' indice del termine che si ricerca , 
più il quadrato di questo stesso indice. Sia y il termine ricercato > 

sarà y , il suo termine antecedente , e secondo questa legge 
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avremo y = a*y _ -^x* • se facciamo in questa equazione _x -h i in- 

*-+• 1 



ucecc di x> avremo y =2 y -j. (#H- i) a equazione a diffe- 

renze finite del primo ordine > dall' integrazione della quale dipende 
il termine generale di quella serie. 

Paragonando questa equazione con quella del §. antecedente 
avremo 



a = 

X 


= a*"*" 1 * X = (xH"i)V e quindi 


**r 


= e EZ " (CH-2<r x/3 , (*-M ) m "): ora 




*(*-+!) 



dunque- 

jy =3 *•' . /Gh-2t — ( * w ' r ) > e perciò che abbiam det? 



1 "-./CH-Sj^pi] . 



X. 

2 

to al §." antecedente >, 



v =3 a - /C^-L^£~t--^-H-^-^ 



x. I 2 2 J 2*' 2*'* 



t • • • • 




Pfer determinare Incostante > s'osservi ohea;==o > ci dà y = 

•^ o 



r, e perciò 1 =2° C, da cui G;=i., e quindi il termine genera-* 
le della serie sarà. 

*( X -f» l) 



I ~ 2^2'^ 2*" 1 



3*' *(;r-4-i)l ' 



2 
2 



Vogliasi il termine corrispondente all'indice 3, avremo a: 
3,. e perciò 



^ — a fi (iH-^-^J 7 H-f 7 ) = 64H-32H-32-^9 : =J37' come e 



j 



\ t 



^ 
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appunto nella, serie. 

§. 48. Venendo alle equazioni del secondo ordine , sia pro- 
posta l'equazione 

y ^ — b y — a y = o, nella quale *z > b sono due fun- 

zioni cognite di x, ed il secondo membro ìè nullo. 

*lm 

Per averne T integrale ponghiamo y = Ae * essendo À una 
quantità costante indeterminata , ed ttl una funzione di x incogni- 
ta , Dopo questa posizione avremo 

*/» , . £/•» lm 

y = A<? *- 4>I =Ae *.e *j 

*X-¥l ' 

Elm lm *¥lm 

y = Ae * .e * * , e sostituendo nella proposta , otter- 

remo ( dividendo tutti i suoi termini per Ae * ) per determina- 
re m questa equazione 

lm •+ lm lm 

e * * — he * — a =0, ovvero più «semplicemente 

ttt m —bm — a=o. Ouest' ultima equazione * cui si è 

X X-+1 X x * ** * 

ridotta V integrazione della proposta > è una equazione del primo 
ordine, ma non lineare > alla quale soddisfa per m^ questa funzio- 
ne inesplicabile in forma di frazione continua 



m = 
* 


= 6 H-<* 

x — I * jr— 1 










b - 

X — 2 


ha 




* 


*.-.- 


4.(2 






b - 

*— 4 





1 e 
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indicando C una costante qualunque indeterminata . 

U integrale adunque della proposta sarà y = Àe *, *po- 

•nencìovi invece di m la ritrovata espressione, e sarà completo, 

poiché contiene -due costanti A,C,che rimanendo indeterminate 
dipendono in conseguenza dal nostro arbitrio . 

Essendole =*m .te . m m . m 

è evidente che potremo prendere per il ricercato integrale questa 
espressione sviluppata 

• / X \ X~2 X — 2 )\ * — 3 x — 3 / 

tb ,H*a b . -4-tf 

* — 3 ■* — 3 ^? — 4 4P — 4 



b^-1 b 

1 C I 



r 



• • 



(*s-*-° 3 )&-♦•«. )(\-«- a .) 



b H*o 6 -+■# 

2*3 11 

6 -ha c 

i 1 

c 



Non abbiamo considerato m , poiché essendo questa una quan- 
tità costante, può essere contenuto in A. 

Se i coefficienti dell'equazione sono costanti, se cioè vogliamo 
integrare y — by — ay = o , essendo b , a due costanti deter- 

minate , ne avremo Y integrale per mezzo della ritrovata formula > esarà 

y s =A(h-+«" )(b->.a"- 3 ) ,. 



a b-ha 



b -j-a 



a 

a G 



C 



V 
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I numeri x — a, ce — 3 v • • • 2 '> l c ^ e s * trovano* sopra questi 
fattori ci indicano quante divisioni sono nella sottoposta frazione 
continua: essi sono indici d'operazione . 

Osserveremo che questo integrale è completo, poiché contiene 
due costanti arbitrarie . 

Per un* altra strada potrebbe ricercarsi Y integrale dell' e- 

quazione 

a, — gy — ay=o* cioè ricercandone in qualche ma- 

^x.^2 X J x -f I- X^X * 

niera due integrali particolari', dotati ciascuno di una costante ar- 
bitraria; imperocché ne avremmo allora l' integrale completo pren- 
dendola somma dei due integrali particolari . 

Supponghiamo che soddisfaccia alla proposta y —a ed y x — 

* essendo a , «' dne funzioni determinate di x contenenti cia- 
scuna una costante arbitraria:, e l'integrale completo sarà j^ = a 
a . Infatti essenda identiche le due equazioni 
0. — b & — a et = 0,*' — b » " — a *'=<>, 

#-f-2 X JPH-I XX X-**2 X *rf«I X X 

sarà anche identica la loro somma, 

-4* et — b fu «+/ \ — fl fa H*a ì = 

^ X-+* x\ x-+\ x-¥\ì x\ x xì 

sarà cioè soddisfatta l'equazione proposta quando si fa y x ^& 

* . Tutto questo ha luogo perchè T equazione da integrarsi è 



X -+ 2 



O 



lineare. 



Egualmente se le due funzioni a, , *' soddisfacessero alla prò- 

^osta, ma. non coatenessero costanti arbitrarie, avremmo l'inté- 
grale completo prendendo la somma di quelle funzioni moltiplica- 
te ciascuna per una costante arbitraria , e sarebbe 

v = A» -4- B« , A , B essendo le due costanti arbitrarie . Que- 

1 sto metodo riesce felicemente quando i coefficienti dell' equazione 
sono costanti; poiché allora è facile vedere che prendendo per*, 
m le due radici dell' equazione * — bx H- a = o , soddisfa ali e- 
qnazione 
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1 x 

y — by — ay = o tanto y —»■ che y =« > ed il di 
lei integrale è in conseguenza 

y = A** -f- B« : abbiamo in questa maniera trovate due espres- 

sibni per integrare un* equazione del secondo ordine a coefficienti 
costanti col secondo membro nullo . 

Per farne una applicazione, vogliasi il termine generale di 
questa serie 

Indici o,, iy 2, 3* 4/ 5> & 

Serie 1 , 3 , 8 , 42 , 296 , ; jy 

nella quale un termine qualunque y è eguale ai due termini che 

lo precedono y _ , y moltiplicato il primo per Y indice x , 

ed il secoudo per il quadrato dello stesso indice; questa legge è 
contenuta neir equazione 

y~ — x y H-afy \ che è del secondo ordine a differenze fi- 

nite ; e dall' integrazione di questa dipende il termine generale di 

quella serie . 

Ponghiamo neir equazione alle differenze #H-a invece di x 9 
ed avremo Y equazione 



y x 2 =z (x~h 2 )y Hh ( oc -t- 2 Yy : che paragonata con Y equa* 

zioae generale sopra integrata , ci dà b = a; H- 2 > a = (a? H- a )% 
e ejuindi arremo per y questa espressione : 



Tom. I. N 
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y ss A ,*-*-*» \ /jr-i- H*-!)* \ fg-g- H*-^)» \ 

* ( ir _,^. (x ^, ) . -A *-2-4-{*-3) ,,/V *-3H-( *-3)* ' 



*— 2-K*— 2)* .*— 3H- 






141* * "*■£!. I " + — 

G C C 



••('*r^)( ,+ 



\ 



le due costanti A,C si determineranno osservando che x = o ci 
dà v = i ; ed a? = i ci dà y = a . Aboiamo allora i = A , e 

9 X * * 

A( ih-f)=2; dunque A=i,G.= i. 



Se si fa a? = 4 > avremo 

V=(+-*-l!L- Ksh-9_;)(»h.4)(i-h) 

a-i-4 a 




4 a 

!i?.H. 4 . a==t20 6» 



come è effettivamente.' 

§. 49. Noi abbiamo supposto nullo il secondo membro dell 
equazione del secondo ordine : sia ora questo secondo membro u r 
na funzione qualunque data X di <x : abbiasi cioè da integrare 1 e- 
quazione » 
y _jjr — ay=X. Supponghiamo come al § 46 

4P — I- 2 XX —4- 1 XX 

-» = a 2» -f essendo « , s due funzioni incognite di « da de- 

•/# XX* X x 

terminarsi , ed avremo 

y =« (z -+>2z )i 

f* u. 2 42z). Facendo le opportune sosti- 
turioni nella proposta , troveremo fra le due funzioni indetermina- 



a a lr-+a x jt-m x 
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te questa equazione 

£ = A. 

#-+ i 

Determiniamo adesso una .di quelle funzioni , per es . in mo- 
do che il coefficiente di & sia nullo : con questa condizione 
• x ci sarà dato da questa equazione 

( ! ) ' * • * ** .+ a "" b x *» -+ 1 ~~ a x **= ° '» e *, 4a quest* altra equa- 
zione . 

( a ) ••••(«—£* w .$.« z __ x 

- Dunque l' integrazione dell'equazione del secondo ordine 
** + * ~" «^ -+ 1 ~~ a *^ = X Spende .dall' integrazione di essa 

niedesima quando il secondo membro è nullo, e dall' integrazione 
di una equazione del primo ordine mregrazione 

§. anteSdem^à ( ' } ******> ^^ ^ che si è dett0 * 
L' altra equazione ( a ) si riduce evidentemente a questa 

£ * *.-M y-t-2' jf 

* -* * %^. a / *# = i J h q«ale facendo il copffi- 

ciente di , # eguale ad V . , ed -X! 1 X , prenderà „ forma 

, _ ' *H- 2 

£ — a z 



* _ Ae * prendendo per » # il valore determinato allo stesso J. 



X' > il di cui integrale è ( §. 46 ) 



***-■ -*/,' 



*=.« (C-f-2e * * 



7-)* 



avremo adunque sostituendo per %%%m i loro valori, il ricerca, 
to integrale così espresso*: 
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y x = Ae x 2e. '(C-f-Se *.£.), 

X 

e questo integrale sarà completo perchè contiene due costanti ar- 
bitrarie A , G . 

Noi abbiamo adunque completamente integrate le equazioni 
lineari a differenze finite, a coefficienti variabili del primo e del 
.secondo ordine , e rapporto a queste ultime sarebbe desiderabile 
clic si potesse aver Y integrale in una maniera più semplice e che 
non contenesse le somme delle funzioni inesplicabili ; ma tutti i 
nostri tentativi per questo oggetto sono srati vani, e le formule qui 
esposte sono quelle stesse che abbiam pubblicate in altre occasio- 
ni (&). Riguardo alle equazioni degli ordini superióri, non è 
nelle forze per adesso degli Analisti di determinarne gli integrali : 
si hanno però degli interessanti teoremi sopra la teoria della lo- 
ro integrazione, i quali noi ci proponghiamo di far conoscere. 

§. 50. Per. questo, sia proposta per integrarsi Y equazione li- 
neare dell'ordine n" imo . 
(A)....ay H-5y -rey -H -+ry -\-py =X 

nella quale a>ò y c ec r,p,X sono funzioni qualùnque date di x.. 
Facciamo y —& 2s > essendo al solito u*z due funzioni di 'oc 

^ X xx xx 

di determinarsi, ed avremo (16) 

y ~ u ( z H-2s ) 

^ x-t l X -+ I V X X ' 

y rt — tf (Z -Ì~Z H-2& \ 

y .V42 .r-4-2 V *-f-I * X r 



y = # (z H-£ L H- H-3 H-2# ): 



tt um mm m. ■ i »• ' ■ ■ 



(a) Opuscolo Analitico stampato z Ltfbrno 1* anno 1292. presso Car 
lo Giorgi „ Calcolo della Equazioni Lineari stampato a Firenze presso Pietro 
Alìcgrini 1' anno 1798, 



\ 
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fatte le debite sostituzioni nella proposta , ed ordinata secondo le 
funzioni z , z ec. si ha fra a e z questa equazione 



Jf *4l XX 



\ # x-+i x-rl-2 ^ x-±n' x \ 

(ha, t f H- C* H- H*P# .)# | 

-+(cx H- H- P* )z ■ 



#-+ 0' 4? -4- I 



X. 



« » 



p# . £ 

x X-+U #-t-» — I 



I 



Ora avendosi un' equazione sola fra due indeterminate > se ne 
può determinare una a nostro arbitrio ; determiniamo adunque a, in 

maniera che il coefficiente di 2s divenga nullo: sarà allóra da- 
ta » dall' equazione 



(1 )..... act -{-ha, L , h*c* L -!-••••••• «H-P* 

v ' # JT-4-I # -f-2 * X 

e z di una equazione di questa forma 



nella quale 

C = C# «+ — {- p# 



#■+2 * #-*-» 



= pa 

L' equazione (i ) non è altro che la proposta, fatto in essa 
X = o, e T equazione (B) è una equazione lineare a coefficienti 
variabili dell' ordine n — i j così l'integrazione della proposta 
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dipende dall' integrazione di due equazioni , una che è essa mede- 
sima quando X è nullo, l'altra che è un* equazione lineare di un or- 
dine minore di un* unità di quello della proposta. 

Per determinare z , cioè per integrare V equazione ( B ) , se- 
guendo lo stesso andamento , faremo z =*' 2*' essendo %' \z due 

** XXX XX 

funzioni di x parimente da determinarsi; e fatte le opportune so- 
stituzioni nelT equazione ( B ) , avremo 

( ha H- cV — (• H- P *' ) 2&' \ 

> jt * . - jr-4- k - 1 * h- « — i y x I 

fri • / / \ ' I 

H-(Ca . -H -+p« Jz I 

v *4l * x-+* — i' x ! 

— j- 5* = X 



H- P * -2; 

la quale si decompone in queste due 



( a ) 2>V h- cV h* '• -t- pV = o 

■ 

(C) ... .c'z' H- <2" s' -4- ...... . -4- p"^' = X ) 

essendo c" — c'a\ -t- H-P'*' 

d =da H* H- p'<* 



• « 






X H-» — I 



Così l'integrale della proposta dell' ordine n esmù dipende dall 
integrazione dell' equazioni (1)9(2)1,6 dall' integrazione dell' e- 
quazione (C) che è d'un ordine inferiore di due unità di quello 
della proposta . Trovato il valore di z dall' equazione ( G ) , s' a- 

avrebbe 



y ~» 2«' 2*' . 

> X X X X 



V 



Continuando lo stesso metodo vedremo che facendo z' 



CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE CAP. HI. OS 



«" 2z" , ed avremo per determinare « l'equazione 

' * * •+ 1 r x -+ « — 



e per determinare 2;" 1' equazione dell'ordine n — 3 di questa 
forma 



uff if' . 't* *f ' ^ . ///_/* 



ed infine scemando sempre l'ordine delle* equazioni da integrarsi,- 
si giungerà a queste due equazioni 

(») 2 V -+p «^ =0 

( p ) — P a,. = x 

ed il ricercato integrale : completo , sarà di questa forma 

y -=• 2»' 2*' 2*"' 2«" 4 " ,) 2s"^ l) , e conterrà' 

•'x x x x x x x 

un numero /2 di costanti arbitrarie ,- le quali saranno introdotte da- - 
gli n segni sommator j . 

Le funzioni * %*' %«' >*" ec 9 « > 2; > le quali 

XXX X X X 

entrano • neir espressione dell' integrale , dipendono dall' integrazio-- 
ni delle equazioni (i)v(*)>(3) ec.,-(i2),-(P). 
§• 51. Riprendendo le equazioni da integrarsi 

( I ) . , . dot ~\-hcè' ^Coc' — f** -4- px 



(2) ...&'*'■ H-cV -f . . . • . H- t> V = o> 

5).. e* -+•* -4-P * = o 1 



(»).-. .-.- q oc H-p *. t = ' 

per avere Y integrale complèto della proposti : è facile dimostrare * 
che- trovati un numero n cT integrali particolari • dell' equazione ( 1 ); 



f 
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si hanno immediatamente e senza alcuna operazione che dipenda 
da integrazione d' equazioni , gli integrali particolari dell' altre e- 
quazioni (a), (3) ec. : infatti se all'equazione (a) 7 dopo avervi 
sostituiti i valori dei di lei coefficienti^ si aggiunge V equazio- 
ne ( i ) moltiplicata per Sa' , avremo la seguente equazione 

f 2Ì' . . • . f QflB H- &* — f-C# H- • • • ■*— t-P# )l£u \ 

V ; ^ X X-*r\ #-+2 r X-±n* ' X \ 

— !-(c* H- • • - • H- P# ) *' { 

v x-+2 l x-+n J x-hi )> — O 

" '-.. 1 

1 

—f-IM •«' J 

l.-i qnaló si riduce a " 

H~ p# ( #' -4- #' H~ mr \~ 

a' — h2a' ) = o, e quindi a questa 



X X 






•* x -±n ' x ^r n 



Ora questa equazione (2)'. avendo i medesimi coefficienti che 
r equazione ( 1 ) 5 e evidente che * 2* deve essere un* integrale 



particolare della stessa equazione ( 1 ) > il .quale se indichiamo 
per «1 , avremo a Za' =«1 , e perciò a = A(#i :* ); ciò 

che porta a concludere che un'integrale particolare dell' equazio- 
ne (a) è eguale alla differenza finita del quoziente di due inte- 
grali particolari ai e* della equazione (1); così se rappreseli- 

tiamo per a , a i ,«2 , a{n — 1) gli n integrali particola- 

xxx X 

ri dell' equazione ( i ) , e per a , «' i ,«2^ <*' ( rc — 2 ) , 

X X Jk * 

gli n — 1 integrali particolari dell' equazione ( a ) , avremo im- 
mediatamente 



\ 



p 
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À(al :« )\cù\ = A(«2 :a ); *ta = A(*3 :* > 

^ x x' X ^ x x' x K a X X 

#'(» — a) = A(*(ra — i) :« )<> 






e siccome Y equazione { 3 ) è rapporto air equazione ( 2 ) , ciò che 
è questa rapporto alla equazione ( .1 ) , così trovati gli integrali 
particolari dell' equazione ( 2 ) , s' avranno uel momento quelli del- 
la equazione ( 3), i quali saranno le differenze prime dei quozien- 
ti degli integrali dell'equazione (2): si vede adunque che per in- 
tegrare la proposta , tutto si riduce a trovare un numero n d' inte- 
grali particolari che vi soddisfacciano nel caso di X = a. 

§. 52. Serviranno anzi un numero n — 1 d'integrali partico- 
lari della proposta , ed anche un numero n — 2 dei medesimi 
quando X = o: poiché nel primo caso 1' unica diversità che avre- 
mo sarà la mancanza d' un' integrale particolare a ciascuna delle e- 
quazioni (1), (2) ec. e perciò non s'avrà l'integrale dell'ulti- 
ma equazione (72) dato per mezzo di quegli dell'equazione (1)1 
ma siccome quest' ultima equazione ( n ) è del primo ordine , cosi 
potrà sempre (46) integrarsi, ed in conseguenza „ si potrà avere 
„ l' integrale completo delk proposta , quando si conoscerà un nu- 
„ mero n — 1 d'integrali particolari di essa per il caso di X = o„. 

Questo Teorema è dovuto ai Geometri Gondorcet e La -Place, 
come può vedersi nel sesto Volume delle Memorie dei Sapienti 
Stranieri dell' Accademia delle Scienze di Parigi . Nel secondo ca- 
so poi non conoscendosi due integrali particolari dell' equazio- 
ne ( 1 ) , non si conosceranno egualmente due integrali particolari 
di ciascuna delle altre equazioni e perciò non potranno aversi i 
due integrali particolari dell' equazione {n — 1 ) penultima, che è 
del secondo ordine: ma siccome ( §. 48) questa può sempre inte- 
grarsi completamente , così avendo soddisfatto anche in questo ca- 
so a tutte quelle equazioni (1 ), (2) ec. (/i), 1' equazione propo- 
sta sarà anche integrata. Dedurremo di qui un altro Teorema 

„ Un'equazione lineare a differenze finite dell'ordine n esmù a coef- 
„ fidenti variabili col secondo membro funzione qualunque di a?, 
*, è sempre integrabile coriipletamente , quando si conoscono un 
» numero n — 2 d' integrali particolari di essa per il caso , in cui 
5> il secondo membro sia nullo. 

§ 53- Se i coefficienti iz>5,c,. p dell'equazione linea- 

Tom. I. O 
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re dell' ordine n enmQ proposta al §. 50. invece di essere variabili 
fossero costanti , allora potrebbe effettivamente aversi V integrale 
completo di quella equazione , almeno ammessa la risoluzione gè- / 
nerale delle equazioni algebriche. Noi potremmo dedurre dalla 
formula generale dell' integrale completo trovato ai §§. 50,51, 
quella che si conviene a questo caso; pure noi crediamo meglio 
d applicare direttamente all' integrazione generale delle equazioni 
lineari a coefficiènti costanti , un metodo analogo a quello di cui 
abbiam fatto uso qui sopra per i coefficienti variabili . 
Sia dunque da integrarsi V equazione 

nella quale a , 5 , e ec. p , sono quantità costanti , ed X funzione 
qualunque di a?. 

Supponghiamo y = ** 2z essendo a nna costante da de- 

terminarsi, e z una funzione di x egualmente da determinarsi . 

Sostituendo nella proposta i valori di y ,jj f ec y , dar 

ti da questa supposizione, e seguendo lo stesso. metodo del §«50, 
avremo fra * e 3 questa equazione 



{a* 



ha 



ff-4- 1 



*-*•* 



n 



(5 



X 



C* 



c* 



(e* 






-i-p* ' .z 



jt — I- 1» — 1 




Supponghiamo che il coefficiente del primo termine di que- 
sta equazione sia zero , ed avremo dopo di aver diviso per &* , per 
determinare * T equazione del grado n etim * 

( 1 ) ....a-\rhx-\.cx h- , ^px n =zo 7 e per determinare z , 
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r equazione di questa forma 



(B)...**(h'z -+c'z 



d'z ;+> -hp'z .)=X, 

che è una equazione lineare a differenze finite dell' ordine n — i 
a coefficienti costanti , poiché **~può darsi per divisore al secondò 
membro X, ed allora Tequazi^e (B) diviene 



(B)....b'z *+cz ~+d'z h- -Kp's 

V ' X X-¥l *-+2 r X 



n — 1 



E x facile vedere che i coefficienti di questa equazione sono 



C': 



da' 



=par. 

La costante * è ora riguardata come cognita 9 poiché essa .di- 
pende dalla risoluzione dell' equazione algebraica ( i ) : è perciò 
una delle sue radici . 

L' mtegrazioue adunque dell' equazione dell' ordine n è sta- 
ta ridotta all' integrazione di una equazione di un ordine inferiore 
di una unità . w 

§. 54. Per determinare z > cioè per integrare l' equazione (B) 

seguendo il medesimo andamento che si è seguito al § 50., suppon- 

X ■ è 

ghiamo z —* 2z essendo * una costante e z. una funzione di 

w x 1 x 1 x 

x ambedue da determinarsi . Facendo sopra z e z le medesime 

*• X X 

riflessioni che abbiamo fatte sopra y e z , avremo 
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z =* . 2&' 

#-4-1 1 x * x' 

*-|-2 1 V * X^ X*+\ J 

t 

e sostituendo queste espressioni nelT equazione ( B ) , essa di- 
verrà 

fu* /*-*! »,*-+* *•+*— i % J, \ 

\bot -+ c« H- «* -+ ~{~P» )2&' \ 

li I * l ' X \. 

, , x •+ 1 .;***» , *■■+'*— 1 . 

1 1 r 1 y * 

■■•:::::::::: | 

H-JP -I, • * «« 

Se adesso si suppone che il coefficiente, del primo termine sia 
zero, e si divide per u > avremo per determinare « la seguente 
equazione algebraica del grado n — 1 

( 2 ) . . . . b ' -t- tfa h- d» 1 -+■ -fjp'« = o , e per determina- 
re z'^, T equazione della forma 

(G)...cV H-dV H- -{*pV rt = — — «• 

L'equazione (C) è una equazione lineare a differenze finite 



r 



• 
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dell' ordine n — a , a coefficienti costanti , i quali sono 

C"=:C'* *+d'»-h -4-p'**~~ 

II* I 

<T=<2Vh- -Vp'v"" 1 " 

• • • • • •• • •• * •••'•• 9f 

Tali coefficienti sono quantità conosciute > poiché sono com- 
posti 1 dei coefficienti della proposta > della radice a f e della « che 

ei è data dall' equazione ( 2 ) . 

Così la proposta sarà ridotta all' integrazione di una equazio- 
ne di un ordine inferiore di due unità. Continuando il medesimo 

metodo vedremo che facendo z = ** . Ss" avremo per detenni* 

X 2 X * 

ilare * Y equazione àlgebraica 

(3) — c"~\-d"& •heV«+M.M..-.4p'j = o del grado /&— 

a > e per determinare z" V equazione dell' ordine n — 3 della 
forma ^ 

(il) a z -t-c z -+*•• - • -4-P z = . . . 

x ' * xr*i ^ r x-±n— 3 

X 

* *r j? 

* • a *a 
a 1 

» 1 

ed infine scemando sempre il grado dell' eqpazione algebraica da 
risolversi , e V ordine dell' equazione da integrarsi giùngeremo a 
queste due equazioni 

r v (• — I) (• — !)' 

™ * 



/ 



(P).... P ( ' ) .* (I "" ,) = — 

* x» * # „*' „* „* 

*» — 1 * — 2 » — 3 a 1 



/■ 



/ 

/ 
• 



\ 
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1 

Dall' equazione (yi) > si ricava il valore della costante * > 

in — i ) 

e dall' equazione (P) si ricava il valore della funzione z co- 

sì espresso 

z 



x n x x x xxx 

P .et . ot .a et .a .a 



Rammentiamo qui che le costanti a , * , a , * , a 

Sono le radici dell' equazioni («) , (n — i), ( 3) >(*)>( i )• 

§. 55. Considerando adesso che y = »*2z ,z = «*2z' , 

z =a*2z" » z^ tt ~~ 2 ' — ** ,)S^*"" I) avremo facendo le 

successive sostituzioni così espresso l'integrale dell'equazione (A) 
proposta al §. 53 

v =«*2«*2«* 2** 2 



p .et . et a .ci ,* 



E siccome il valore di p K ' non è composto che del coefficien- 
te p della proposta e delle quantità costanti *, * 9 * ec, sarà per- 
ciò costante e potremo portarlo fuori dei segni sommatorj: avre- 
mo in conseguenza 

^=£> 2**2**. -,-.., 2** f 2 



* X xxx 

Ct «A •••••••«A .Ct . Ot 

* — I 0—2 2 I 



I segni sommatorj sono di numero n > ed introducono nell 9 in» 
tegrale /z costanti arbitrarie , perciò tale espressione di y sarà Y in- 
tegrale completo deli* equazione proposta . 

§. 56. Se per giungere al valore completo di y dovessero, 

x* 

come sembra a prima vista , risolversi tutte le equazioni ( i ) , (a) > 
(3), (ri) di nnmero n che danno i valori di *>* >a ec,que- 

sto metodo sarebbe un^oco complicato : ma siccóme conosciute 
tutte le radici dell' equazione ( i ) cioè dell' equazione 



/ 



J 
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a — f- 6* H- C» H* H* p a = o 



si trovano subito i valori di * 5 » , « , « , così non sarà 

123 *— 1 

necessaria la risoluzione di tutte le altre equazioni (2) , (3) > . . . . (72) . 

Infatti 1* equazione che determina * è 

( 1 ) . . . . a -+• h» h- Ca h- H-p*" = o , 

e quella che determina * , dopo avervi sostituito il valore dei coef- 
ficienti b' 7 c ec. p trovati al § 53, è * 



• • • # • 



«— 1 



• ■ 

se sì moltiplica per « , l'equazione (2), avremo 

H-p a *)**H-(^*'H^ H-p^)» 1 H-(e* 4 H* . 

H-p**)**-!- -i-p**.** = 

equazione che si riduce a questa 



1 i 1 1 * i v 

d»ì-\- -hp» n )* -+(<fc 3 H* H-p»")oc t H-(c» 4 H 



• • t • 



•-1 



H- P»" ) «' -4- H*P*"-« =0. 

I I 

Ora se questa equazione si sottrae dall'equazione (a), rimarra 
T equazione 

5*H- C& 1 -+• do? ~f- • -4-p** — (6* • » H-C«* . a* H- da} . a' rf. 

H-p^-ct") = o. 

Se adesso questa equazione si sottrae dall' equazione ( i ) , a- 
vremo finalmente l'equazione 

f a Y . . . . a — t- hx . a H- Ca « * — f- da 1 . da -^ — l-P** •** = O . 

vy. il i • ^ i 

Così la risoluzione dell' equazione (a) che ci doveva dare il 



± 
i 
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valore di <t è stata ridotta alla risoluzione dell'equazione (2)» 
dalla quale deve determinarsi il valore di « medesimo^ 

HI equazione (a)' essendo la medesima ( prendendo per in- 
cognita «.* )> che T equazione (1), per avere ambedue i medesi- 
mi coefficienti , è chiaro che » .& sarà ancora una radice dell' o 
quazioue (1): e se questa radice^ indica per .*'., avremo *.* — 



*% « perciò a 5= — . Dal che 6i dedube che una «radice dell' equa,- 
zione (a) è il quoziente -di dueladiGi dell' equazione ( 1 ); così 
se le radici di quest' ultima sono a , a" , a" , a p > quelle dell' 

( n — I ) 

equazione (a) saranno — , — ,:— , * — ^-/Abbiamo. in questa 

guisa trovato il valore di a senza la risoluzione deir equazione (a), 

ricavandolo dalla risoluzione .della : medesima^quazioTie> da cui er^ 
ricavato *. 

§. 57. L' equazione (3) del §. 54 che determina ah rap- 
porto a quella (a) che determina « , ciò che questa qui era rap- 

porto all' equazione (1) che determinava a; onde col medesimo ra- 
gionamento fatto sopra, si dimostrerà che se per a >* >a" V" .ec. 

rappresentiamo le radici dell'equazione (a), quelle dell'equazio- 
ne (3) che indichiamo per a? **' >*" ec. saranno eguali respetti- 

*' 01" ttJ» 

vamente a ^ , — , — l ec. : avremp adunque » 

*i a i *i fc 

a* 

^ . I __ a" a' * v 

E' facile vedere che il medesimo andamerito ci porterà ad ave- 

re ^ = — essendo a" un* altra radice dell equazione (1); di mo- 
3 * ' 

do che in generale se le radici dell' equazione (1) 

a h- h* -\-c*\ h- da 1 H- ~\*p* n = ° sono rappresentate 
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per.«,« »;«.»» > • • •. ,* . ayrqmp « = — ,* ^= ^, >» : 



*<•-'> 



T, » 



*" •» ' » — J (»-2) 



§. 58. Al §.53. abbiamo trovato p'=jpft"> al .$. 54. abbiam 
parimente trovato p =p* , e ponendo mente all'andamento 

I 

cji£ ha condotto a queste ^espressioni , vedremo <?he j/" =p'« * 
j> =p a ec.j ed infine 

P =jP * ,. Da ciò si ricava per mezzo delle saccessi. 

» 

ve sostituzioni 

JP =p* .* .« a _ > ovvero sostituendo per 

**>**>** ec. i Joro valori , avremo 

P =p» . — — r •—=--=•'* r ^ — -r ovvero 

P — ./»•« •* .« ..... a .». 

Ma il prodotto di tutte le radici *,«,«" èc * * di una e* 
quazione (1) è eguale , secondo ciò che è dimostrato nell'algebra* 

alla quantità =t ^ , che è l' ultimo termine dell' equazione ( 1 ) es- 
sendo il primo **; dunque sostituendo in p*** invece di questo 

prodotto , il suo valore., avremo p == ±a . 

Se adesso si pongono nella formula del §. 55. i valori di 

*i**%* *a ec. e di p * , avremo 

y = ±= — S -'-1 5* — 5* *"** s , * ( *~ I) *v x 

■'# « ^ «» ^ *" * *"• ^Ji-TF^l^IF ■' 
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Il segna h- vale per n pari , il — per n impari. 
: Questa espressione di y sarà Y integrale completo della pro- 
posta > poiché oltre il soddisfare ad essa y contiene le n costanti che 
vi 1 introducono gli n segni sommator j . 

§• 59- Se alcune delle radici dell' equazione or h- bn h- c«*h- • • • • 
H-jp*" =o sono eguali, se per esempio a ==*' = *''=«''',■ avremo 
V integrale dell' equazione ( À ) così espresso 

fi» — !)* 

CU*' ^ Ot * K2 ** %? et* ^* *""* s? * <*T X 

^jr « a* ct*^a*^ a* (ir — 2 ;*(» — !)* * 



a" a 



vero 



^—^ T 2 ^ 22 tt 2 (*-a)* 2 u-ir ' 

Quest'integrale sarà sempre completo * poiché contiene sem- 
pre n segni sommator j , i quali introducono ri costanti arbitrarie . 
Sia r equazione proposta per integrarsi 

y — ny ++. *"-* y — *-*—*<*—*y ^ ...... . 

^x Jx-¥\ 2 J x±+% 2. s y x + $ 

=tjy = X e T equazione da risolversi sarà 

m 

I — 72* ^j- «* ^* . . . . •■ =fc a = o ) 

2 2.3 

la quale non è altro che ( * — 1 )* = o . Le radici di quest' ultima 
equazione essendo tutte eguali all' unità , cioè a — *' — * — 
*" = ec = i , r integrale sarà così espresso.^ — 22 22 1 

e sarà completo , poiché i segni sommator j che devono essere di 
numero n , portano n costanti arbitrarie . Riflettendo all' equazio- 
ne differenziale proposta , e rammentandoci ciò che abbiam det- 
to al §. 5. , si vede che il primo membro è h"y x » onde V equazio- 
ne da integrarsi diventa A!y = X , la quale integrata col metodo 
delle successive integrazioni ci dà 

òr~'j =2X,A'~V =22X,A"- 3 y jr = 222Xec., 

X J X * 

si perviene così al medesimo risultato ottenuto per il nostro metodo- 
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§. 60. JMa per vedere più chiaramente come il nostro inte- 
grale contenga sempre un numero n di costanti arbitrarie > suppon- 
ghiaino che siano quattro Je radici eguali e che eseguita X integra- 
zione della porzione della formula 



22? 2Ì— 4s 



«•» 



questa divenga Z H- A , essendo A la costante «he porta l' ultima 
integrazione: avremo in questo caso 

y ==fc^222(Z h- A) -Ora 

2Z -h2A = Z / h-Ajch-A', ( essendo Z' la somma 2Z «A" 

la nuova costante arbitraria che porta V integrazione ) ; egual- 
mente 

22(Z -f-A)=2(Z' h-Ajc-4-A')— Z" H-^fa-WA'flfrhA", 

^ mutando la forma delle costanti , .cioè a dire rappresentando pei; 
A, A' i coefficienti costanti di a?* e di a?, sarà -detta quantità = 
Z" H-A* 2 -i-A'a?-i-A",essendoZ" = 2Z' . 

* XX 

Continuando si vede che avremo 



222 ( Z h- A ) — Z"' — i- Aa?' ~+. A V h- A' « h- A'" > .essendo 
Z"' = 2Z" e A , A' ., A" , A'" costanti «arbitrarie . 
In questo caso adunque T integrale completo sarà 

y = =t — ( Z'" h- Ax* H- A'a? 1 h- A"a; -f A"' ) , e considerando =± 

— pontenuto .entro le costanti .arbitrarie , .avremo infine 






y == =± '=- TI" -h- A* 3 ..**-*- AV..V.H- A'.*.**-*- A'". 

e questa ^espressione sarà Y integrale completo > poiché in Z , da 

cui viene per le successive integrazioni Z , sono contenute 
n — 4 costanti arbitrarie, ed in conseguenza il valore dijf ne con- 

X 

terrà un numero n . 



ì 
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§* 61. Sia X = o, e r equazione .allora* da* integrarsi diverrà 



Ora facendo X = o nella formula trovata al §. 580 ed avi 
vertendo che in questo- caso 2 -_ -= 2o = Accostante arbi* 

trarìa , avremo per l'integrale, 

per una considerazione simile a' quella che abbi ani" fatta al §'481 
«guardo- ali* equazioni del secondo ordine, le diverse funzioni e- 

(»"— 1)*' 
s:>onenziali **,«*,*"* ec., « , soddisfacendo ciascuna di es~ 

$e in particolare , sostituita per y , alla superiore equazione linea- 
re, ancorala somma di tutte moltiplicata ognuna per una costante 
«rbitraria , vi soddisfarà : si potrà adunque prendere per y. g questa 

espressione - 

(6) y ==C«*h-C«'*h-GV*h^'V'* -+•• • • • • • •' • «♦ 



n (»-i) u-n* 

li quale rappresenterà anche 1* integrale completo della proposta , 
poiché contiene un numero n di costanti C , C , C ec. arbitrane . 

Al §. 66. vedremo più precisamente come può ottenersi que- 
sta formula . 

Le due formule (a) , (6) per quanto sembrino diverse, sono 
però in sostanza la stessa cosa , essendo facile di- dedurre 1' una 

dill' altra. 

Infatti facendo le successive integrazioni indicate nella prima 

formula , avremo ( §. 1 6. ) 

essendo A' costante arbitraria . Se mutiamo adesso la forma della 
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costante A , se cioè consideriamo come contenuto in essa il coef- 
ficiente costante 

così moltiplicando quest'ultima equazione per _ / che" è la 

quantità immediatamente avanti all' ultimo segno sommatorie , - ed ' 
integrando) avremo 

2V— —2 V— r3 • A = A2 ^ — _--t- A'2- 



» • • 



Le quantità costanti che portano l' integrazioni , sono conside- 
rate contenute entro le costanti arbitrarie A , A' , A" . 
Continuando il medesimo andamento > si avrà 

A -r rr -** A" , ed infine 






X 



2-^2^.. , 2* T ^ TF '.-A=Ail^_ H -A 

a 

.(•-3) 

a 

onde il valore di y sarà* 



A „.U-3T ^ ^ A ,._„ _ !! »_ +A (.- ) 






=±i(A. (w - ,y, H.A'* ( — 2) "h.aV— 3)**^ . . 

+ A ( "*- 2) «'*h-A < *- i) «*); ora essendo ^^^a' >r 

« * # ' 



A (--i) 



ec. =fc quantità costanti arbitrarie y indichiamole più 
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semplicemente per C * , C » C " "" ec. O , C ed avremo 

y =C«'h-CV*H-CV h- h- C ( *~ J \ { *~ l) ' C he è la 



• 1 

formula (b). 

§. 62. La formula (a) per altro ( §. .61. ) ha il vantaggio 
di dar sempre gì' integrali completi) qualunque sieno le radici a , 
ol ec. dell'equazione tla risolversi , mentre la formula ( b ) non dà 
gl'integrali completi quando alcune ideile Jttdici ,«,*',<*'' ec. jsoho 
fra di loro eguali . 

Per vedere chiaramente tutto questo > supponghiamo che tre 
di quelle radici siano -eguali, --sia cioè # ==«' =.«".11 xagionarnen- 
to che faremo sarebbe lo stesso ancora per un maggior numero ili 
radici eguali : avremo in questo caso 



y — 


:'C«* 


-rf-Gi 


»*— j- C V 




vero 










y — 


:(C 


-t-C 


— J- C )« 





1-4 «e ., OV- 






ora la somma delle tre 'costanti C ,C ,TT' arbitraria, potendo -es- 
sere rappresentata per ima quantità arbitraria A> avremo 

y = A«* -H- C'V" -*- h*C * .* " ., integrale che è 

incompleto > poiché gli mancano xlue ^costanti arbitrarie , ^essendove- 
ne' solamente un numero n — .2. 

Ecco in questo. caso come l'altra formula -soddisfa :a}& ricer* 
ca : quando le tre radici a, , x , «" sono eguali , si ha 

Abbiamo veduto al §. antecedente t3he 

' == s-=. z=pr a = a :^r*A-^r 

!^- — h A , e perciò ( §. 60. ) avremo 
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•"'* 5-*^ _A A— . i_ A' °L 

a* (»-»2>* a* a 



* a* 

r espressioneadunqiie diy v considerando fc — contenuto nelle co- 
stanti che noi rappresenteremo come sopra per C , C ec. f sarà 
la seguente 

Si vede adunque che invece dei tre termini C* h- GV h- 
G'ct y i quali si riducono ad uno solo quando quelle radici sono 
eguali , V integrale completo deve contenere questi tre C* 

Generalmente se le radici eguali fossero m di numero , Y in- 
tegrale conterrebbe i termini 

« H-L;#* h-^j a? * H- H-t-* a? « -invece dei 

termini 

C**H-C'*' -f* —f-Cj '* "* ,i quali si ridu- 

cono ad un sólo, quando le radici * >*',*" ec. » *"" 'sono eguali. 
Se nello stesso tempo che si hanno m radici eguali ad * , ve 
ne fosse un numero jp eguali ad un' altra radice e così di seguito, 
allora invece elei termini che avrebbe introdotti ciascun numero 
di radici eguali , se quelle non fossero state tali , bisogna sostituir- 
vi altrettanti termini, composti di costanti diverse, moltiplicate cia- 
scuna per una di quelle radici eguali , e quindi per una di queste 

potenze x° , x 1 , x* ec. , x : si dica lo stesso per gli altri nume- 
ri di radici eguali. 

§. 63. Facciamo qualche applicazicne di queste Teorie alla 
ricerca del termine generale e della somma delle serie. 

Si voglia il termine generale della serie 
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Indici . . • • o , i , a , .3 , 4 ,5,,.....» 

Termini ... 1 , 3 , 4 > 9 > 3° » ! 57 > y x 

.nella quale un termine qualunque y h eguale al 5 innalzato 
alla potenza x sommato con i termini y >y y y moltiplicati 

• I • 

ilprimo per 9,^1 secondo per — &6> il terzo per 34. Avremo in 
questo caso tal proprietà espressa da questa equazione 



y. =c*H-Qy — aóy H-a4y * ovvero 

* » 

— M y x ^26y x ^ i — 9^^ 3 H-^^ 3 = 5^guazione.delter?ò 

ordine r 

Per T. equazioni di un tale ordine Y integrale h 

y = 2>— 2#— r-2# 



a"* 



Essendo a=^=: — ìì4,X = 5*, ed *>*', *" le ràdici di que- 
sta equazione 

*' — 9«*H-a6* — 04 — °> e perciò ^3=,a> *' = 3»*" — 4, a* 
vremo adunque 

y == — 2^2^2?> e facendo le successive integrazioni } a* 
vremo 



* 24 v a* a* a* 6 

A'\2% essendo A* A', A" le tre costanti arbitrarie portate dalT 
integrazioni . 

Tale è dunque X integrale completo dell' equazione , da cqi 
dipende il cercato termine generale . 

Per determinare le costanti > facciamo neir espressione del 
termine generale successivamente oc = o , 1 , a , ed avremp 



^Ah,A' 



// 



v — 2 = 4- •+ 4^ h- 3 A" -+• 2 A" 

< -= S h- 16A -*- 9A' -i- 4A".. 



3 
6 
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Per mezzo di queste equazioni si trova A = — J. , A' = 

6 

, A" = -|. , e fatte le sostituzioni nelT espressione generale di y , 
avremo il termine generale della nostra serie così espresso 

Può verificarsi questo valore nei termini della serie che se- 
guono il terzo e che abbiamo sopra notati . 

Per un. secondo esempid abbiasi la serie \ 

Indi °i " o , i , 2 , s , 4, , s, x 

Termini . . . . o , o , i , 5 , 17 , 49, ...... y 



nella quale un termine qualunque come y è eguale alla somma 

dei termini antecedenti , il primo moltiplicato per 5 , il secondo 
per . — 8", il terzo per 4 , e ricerchiamone la somma , 
/ E* evidente che converrà trovare prima il di lei termine ge- 
nerale : ora la legge che lega i termini di questa serie ci dà Y e- 
quàzione 

*« + s = ?7* h. a — 8?, «,. 1 -«- 47, » ovvero 

— 4y x -+8y jr ^ i — S y tf ^^ y ^^ ==0ì a differenze finite del 

terzo ordine, per la quale, secondo ciò che si è detto al S. 61., 
si avrà 

y x 7 ^ ^=- ^ — 2o ; e siccome nel nostro caso a = — 4, 

* = « — 2 , «" = 1 , avremo perciò 

.?* = 7 22 - 2o : sarà pertanto ( 62 ) 

J^ == C h- tjfo . a" -j. CV , rappresentando per C,C,C" le tre 
costanti arbitrarie. 

Facendo x = o , 1 , 2 , ed osservando che y = o, j» *=o,y = 

i » avremo per determinare le costanti queste tre equazioni 
Tom. I. - Q 
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o = C-4-C" 



o = C h- aC -*- aG" 
i =Ch-8G'-ì-4C', 

dalle quali si ricava C = i- , C ' = — i , C = i ; sarà allora 



X — ^ I Jt 

J X 



Per avere la ricercata somma basterà (22) aggiungere all' in- 
tegrale del termine generale , lo stesso termine generale . Cosi in- 
dicando questa somma per S , avremo 

*— i ^ x 

\ -x — 2^2 , e 



J x J X 

IO 


= 1 - 


+ 07.2 


— 2 h-2ih-2 


x — 


I 


•2 H-#- 


Jf— I #-f I 
4.».2 —2 


. X 

x~\-x.z - 


-3 


.2 : 





+ C = C«+ 1 



la costante G si determina osservando che la somma S deve essere 
nulla quando x = o : avremo in conseguenza 

o = C4i= — 3, dalla quale G = 2 : dunque 



X X 



S = 3-4-^^-^-2 — 3.2 
Se si fa a; = 5 , avremo 

S = 3H-5H-5-2' — 3.a 5 = 3H-5-3 a — 3-3*-H5> 

8 = 67^-5 = 72, come si può verificare . 

§. 64. La fonnula generale ottenuta al §. 58. per esprimere 
T integrale completo in qualunque caso di un* equazione a diffe- 
renze finite dell' ordine n ' , egualmente che quella (a) che da 
essa ne deriva riportata al §. 6 1 . , è stata data da me la prima ^ vol- 
ta, nel mio Calcolo Integrale delle Equazioni Lineari pubblicato 
in Firenze nel 1798. 

Le formule che si conoscevano allora davano sempre gì inte- 
grali incompleti nel caso delle radici eguali . 

Abbiamo veduto al § 62. che la formula (ò), risente appunto 
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quel difetto ; e quantunque la nostra ne sia affetto esente , pure ci 
tratterremo ad esporre Y artifizio , col quale vi rimediavano gli A- 
nalisti , mostrandone Y inesattezza , ed esporremo in seguito i veri 
principi , dai quali si può ricavare il metodo per ricompletare 
quelle formule che per causa delle radici eguali , mancano <li al- 
cune costanti arbitrarie . Non ci tratterremmo a sviluppare i prin- 
cipe di questo nuovo metodo , non avendone bisogno le nostre for- 
mule , se non ne dovessimo fare uso per Y Equazioni Lineari a 
Differenze Finite e Parziali, delle quali parleremo nel Capitolo 
seguente . 

Se le radici eguali sono due; se cioè a = *', la formula (b) 
del §. 61. y diviene ( § 62 ) 

y = J\* -+*■ ^ P — fc *~* —\r * • H* ^ <*> 

alla quale manca una costante : essa perciò è un 9 integrale partico- 
lare della proposra . 

Per ricompletarlo , D* Alembert il primo , e tutti gli altri Geo* 
metri dopo lui, suppongono cbe le quantità eguali a>* differisca- 
no fra loro di una quantità piccolissima « , di modo che sia et 5= 
#-{-*>: secondo questa supposizione si h$ 

così i due primi termini C a *H-CV% i quali si erano ridotti ad un 
solo per T eguaglianza delle due radici * , * , saranno in con- 
seguenza CV -f. C' ( & «+ » )* > ovvero 



Trascurando ora gli infinitamente piccoli al di là del primo 
ordine , avremo per quei due primi termini 



*v 



#— I 



C«* •+ C ( a -+ xx . « ) , che si riducono a ( C -f C ) a -h 
C ' — **: supponendo adunque la somma delle due costanti* arbitra- 
rie Ch-C, rappresentata da una sola C , e la quantità costan- 
te — contenuta in C j cioè mutando la forma delle costanti , avremo 
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CU*-*-CV\a?: così questi due termini non potendosi ridurre ad 
uno solo v T integrale rimarrà completo, e valendo il medesimo ra- 
gionamelo per qualunque altra coppia di radici eguali , ne segue 
che se si abbiano quante si vogliono coppie di radici eguali , co> 

ine a = a m , i due termini i quali contengono queste radici 
e che si ridurrebbero ad uno solo, dovranno essere lasciati nell'in- 
tegrale, moltiplicando uno di essi per x: ciò è conforme a quello 
che si è detto al §. 62. 

Siano tre le radici eguali , cioè a , * , * e supponghiamo , come 
sopra, che le quantità « , «" differiscano infinitamente poco dalla 
quantità a , che si abbia cioè <*' = et •+■ a, a," = « h* £, essendo w f 
{ quantità piccolissime ; avremo invece degli ultimi tre termini 
dell'integrale 

(VH-CV'-hCV, i tre seguenti C«*-f.C'(* h- «) # H* C"(* -+. 
k )" , ovvero sviluppando le potenze dei binotnj , questi altri tre 

C**H-GX*"M-^*"* I ««H-^=^/'" fl .« 4 -t-ec. ) -*- C"(«' -*- 






A trascuriamo adesso gli infinitamente piccoli al di là del seconda or- 
dine, ed avremo 

. (CH.CH.cr).'H.(C(i-J)H.(r(i-i}K 



v 2<t 20L* '• 

cangiando ora la forma delle costanti e rappresentando per una co- 
starne arbitraria G il coefficiente di «*, per C' quello di «*Vper 
C". quello di. a?V , avremo questi tre termini C«* h- C'a?«* -J- 
GV«*, i quali non potendo ridursi in un solo, e contenendo essi 
tre costanti arbitrarie diverse , l' integrale si conserverà completo . 
Con lo stesso metodo si trova che se le radici eguali sono 
quattro, se 

a^et'^=»=»"' ì facendo «' = «H-»> *" = « H- ?» *' ' /= T* ""** '» 
e trascurando g;l' infinitamente piccoli al di là del terzo ordine nel- 
lo sviluppo dei binomj 
( « -+. «)*,(« h- £ )'»('« H- * )* > si ha invece dei quattro termini 
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Ca*H-CV*H*C'V*--hC'V''* i quali si riducono ad un solo* i 

seguenti 

/ * 

CV -+- CW H- C"a? V -h C"'a; V , e per questo T integrale rima- 
ne completo . v 

In generale se le radici eguali sono di numero m , invece dei 
termini 

CU* h- C' *'* -t- -h C « che si riducono ad 



un solo, avremo i seguenti 



Il tutto è conforme a quanto abbiamo detto al §. 6a. 

§• 65, Quantunque questo metodo per ridurre ad essere com- 
pleti gì' integrali che per il caso delle radici eguali avevano cessa- 
to di esserlo, conduca ai medesimi risultati, i quali abbiamo al §. 
62. direttamente dedotti dal calcolo integrale , pure non mi sembra 
che possa soddisfare i Geometri per Y inesattezza dei suoi principj 
e del suo sviluppo . 

Primieramente il supporre che le radici eguali differiscano fra 
loro di quantità piccolissime , non può essere ammesso in rigore di 
analisi , e possono qui mettersi in campo tutte quelle difficoltà che 
erano mosse contro il calcolo infinitesimale, quando non se ne de- 
ducevano i suoi fondamenti dalla Teoria dei limiti . 

In secondo luogo ponendo niente allo sviluppo del metodo, 
si vede che quando le radici eguali sono due, abbiamo trascurati 
gì' infinitamente piccoli del secondo ordine , ed al di là di esso ; 
quando sono tre, quegli del terzo; quando le radici eguali sono 
quattro, quegli del quarto, e così di seguito: ora tutto questo an- 
damento è precario, poiché non vi è nessuna ragione dipendente 
dalla eguaglianza delle radici , per cui dobbiamo determinarci a 
trascurare piuttosto gì* infinitamente piccoli di un ordine che di 
un altro . Infatti per qual ragione quando le radici eguali sono 
due di numero, non si ammettono gì* infinitamente piccoli di se- 
condo ordine, i quali hanno il loro luogo per il caso di tre radi- 
ci eguali ? 

Dopo queste riflessioni e molte altre che io tralascio, ne ho 
conclusa Y inesattezza del metodo del Sig. D' Alembert ; ed ho 
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sentita la necessità .di sostituirne un alrro per ricompletare gì* inte- 
grali dipendente dalla natnra della questione. 

§. 66. Riprendiamo V equazione lineare del £. 53., avendovi 
supposto X = o * 



Supponghiamo che y sia di questa forma y — A#* , essendo 

X X 

Ay» due costanti. Se si sostituiscono i valori di y , y t m ec-neU'; 

equazione (À) e la dividiamp per A, avremo per determinare la 
costante « questa equazione 

( 4 ■) . • . .. O* — f- Da -4- fl* H- • -. — *• JP* = O f 

la quale divisa per «* diviene una equazione algebraica del gra- 
do n> 

a •+. è« h- co* H^ ••••... H- .p** = o . 

Ora avendo questa equazione n radici, se queste si rappre- 
sentano per *,a f *" 9 ....... a * ,, moltiplicando le potenze 

so tme eli queste radici per delle costanti indeterminate diverse , a- 
vremo un numero n di valori per y > ciascun, dei quali soddisfarà 

alla proposta (A), e contenendo una costante arbitraria; ne «ara 
perciò un integrale particolare. Questi valori dell' j^, o questi in- 

tegrali particolari della prppQsta* saranno 

le quantità A', A' , A" ,...,.. A ( * "~ * * essendo costanti arbitrarie . 
Siccome V equazione (Aie lineare * è chiaro che ancora la 
somma di tutti questi iutegrali particolari soddisfarà ad essa (48) e 
che perciò potrà prendersi per y V espressione 

A**h^AV*h-AV'*-h • ..... -fr A c '~ l) n C "" ,>ir '. 



Ja quale sarà 1* integrale completo , perchè contiene na numero"» 
di costanti arbitrarie : questa è la formula che abbiamo ancora tro- 
vata al §. 62. 
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1/ integrale completo adunque dell'equazione (A) è l'aggre- 
gato di un numero n di suoi integrali particolari . 

Così r equazione a^H- W Mm¥l — l W a + % — W x + 3 <+ 

y = o avendo questi quattro integrali particolari 

perchè 4, — 3, a , — 1 sono le quattro radici dell' equazione al- 



gebraica 24 -+■ 14» — I3«* — aa' H- * 4 = o , Y integrale comple- 



to * sarà 



y =A. 4 *^A'( — s )*H-A'\a*--hA'''( — 1)*, ovvero 

^ =A. 4 ' : ±A'.3*H-A".a'^A" / 

il pia vale per x pari , il meno per * impari . 

Supponghiamo che due radici * , * siano eguali ; allora due 
degF integrali particolari si riducono ad un solo, e V espressione 
superiore dell' y diviene 

A~t-A)« H-A * -+■ -j-A 'x , 

ovvero, facendo A-i- A' = x ad una sola costante A', 

1 

y =AV*H-AV"-h -4- A { "~ 1) * { *~ 1) ' 



* t » . 

e questa espressione non sarà la somma che di n — ì integrali 
particolari ; le mancherà in conseguenza una costante "arbitraria , 
e T integrale che essa rappresenta sarà incompleto . 

Ciò premesso osserviamo che V equazione ( 1 ) dalla risolu- 
zione della quale dipende l' integrazione <iell ? equazione (A), può 
anche ricevere questa forma 



/ X 






essendo a = -1 , 6" = — , p' = — • e da questa equazione 

( 1 )' dipenderà l' integrazione dell' equazione (A). 

Se adesso moltiplichiamo ciascun termine dell' equazione ( 1 )' 
per 1' esponente dell' incognita a , otterremo l' equazione 
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(. , f f N x -+ n * ^ , x -+• % — • I r 



bit h- -hxp* =0# 



E' noto per la teoria della natura delle equazioni die le radi- 
ci dell' equazione (l)' sono i limiti delle radici dell'equazione (i)" : 
se dunque l'equazione (i)' ha due radici eguali, x — m, * =mt % 
T equazione (i)" deve avere un» radice contenuta fra le radici m 
ed m , cioè una radice = m ; e generalmente se T equazione ( i / 
ha un numero l di radici = m> l f equazione (i)" avrà un nume- 
ro l — I di radici parimente = m: una adunque di queste «ra- 
dici eguali soddisfarà nel medesimo tempo alle due equazioni 

co'.or. 

Se dunque per y si prende un tal valore che sostituito uella 

proposta (A) la trasformi nell'equazione (i)", la quale quando 
le radici sono .eguaji v è soddisfatta nel tempo stesso che Y equazio- 
ne (1)', questo valore «ara un alti» integrale particolare, il qua- 
le aggiunto air espressione incompleta , la renderà di^touovo com- 
pleta . 

Ora si riconosce facilmente che questo valore di y è y = 

X X 

% A ( x H- # ) *" 1 essendo *' una delle due radici eguali ; poiché so- 
stituendo invece di y questo valore , Y equazione ( A ) diviene 

T equazione {i)"> la quaje è soddisfatta nel medesimo tempo che 
T equazione (1)': dunque y = A(x-hn)** sarà un' altro inte- 
grale particolare dell'equazione (A), che aggiunto all'espressione 
incompleta , la ridurrà alla seguente 

y ==A(*H*n)V*H-AV*-^-AV /Jr Hh, • • -H- A * r 

■ 

la quale, mutando le costanti* prende la forma 



y* 



Atx a" ' '* A " "* A » **~~ ' / \ * ■"* ' / 



e questa .contenendo n eostanti arbitrarie , è perciò Y integrale 
completo . 

Avremmo potuto trovane, anche a priori il nuovo valore di y^ : 

infatti supponendo che questo sia y = A.*"p(x), indicando per 
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p(x) una funzione di a? da determinarsi, e sostituendo i valori di 
y ^y ep. nella proposta, si giunge dopo aver tutto diviso 

per Ap , si giunge .dico air equazione 

a <p(x<+n)-ha» $(x~{*n — 1) H- . v , 

Ora essendo » una delle radici eguali , V equazione qui tro- 
vata sarà soddisfatta e nel caso di <p ( x) = .1 , e in quello di $ (x-h 
n) = a?H-fl; poiehè nel primo caso essa diviene r equazione (i)' 
e nel secondo V equazione ( 2 )" ; dunque y ha due valori A* , 

A(x-{*n)a*i e questo secondo b il nuovo integrale particolare 
dato dalle radici eguali. 

Egualmente si proverà che se abbiamo un altro pajo qualun- 
que di radici eguali *'" — ci'" , basterà invece dei due termini 

A"y"*.H- A"V"" , i quali si riducono ad un solo , mettere i sg^ 

guenti- A"ff*"'*H- A'''V'' /jr che sono distinti fra loro . 

§. 67. Se neir equazione £ 1 )" si moltiplica ciascun termine 
per il respetti vo esponente di * , avremo 1* equazione 

(\) {x-hn) & -+(x-+n — 1) aa .-+■ 



x'pu =p, 



e le radici dell'equazione (1)" saranno i limiti delle radici dell'e- 
quazione (1)'"; di modo che se 1\ equazione (.1 )' avrà l radici e- 
guali ad Tra, Inequazione (1)" avrà l — 1 radici eguali ad m.y e l'e- 
quazione (1)'" ne avrà un numero Z — =2 parimente eguali ad m: 
così una di queste radici eguali soddisfarà nel medesimo tempo 
alle ; tre equazioni ( 1 )' , ( 1 ) V( 1 )'" . 

Siano per tanto tre radici eguali # = *'=*"; i tre integrali 
particolari A&" tJ A'*" , A"*"* si riducono ad un solo, e mancano 
perciò all' espressione di y due costanti arbitrarie . 

X 

Se adunque prenderemo in ,questo .caso due tali valori di y , 

che sostituiti successivamente nella proposta , la trasformino nelle 
due equazioni ( 1 )" , ( 1 )"', questi due valori dell' y saranno due 

X 

Tom. I. r 



f 
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nuovi integrali particolari, i quali aggiunti air espressione incom- 
pleta di y , la ricompleteranno • < . 

E x facile vedere che tali valori particolari dì y sono 



y —A(x-hn)*" x , y =A / (a?-^rt)"à 






essendo a" una delle tre radici eguali ; infatti sostituendo nella- pro- 
posta A ( x -h 72 ) *"* per ^ , essa diviene Y equazione ( i )" , o sosti- 



tuendovi A' ( x «~h n ) 2 a"* per y $ si trasforma nell' equazione ( i )" r é 

Aggiungendo ora all'espressione incompleta di y i due inte-* 
grali particolari trovati , avremo 

y = A(a? h- «)«"* H- A\x •+ n)**'" h- A" . *"* -t- , 



e cangiando la forma delle costanti, sarà 

y =Aa;* h-Aa;* H-A* H- -4- A .a 

espressione che conterrà un numero n di costanti arbitrarie , e 
rappresenterà perciò Y integrale completo della proposta. 

Così quando avremo tre radici eguali qualunque , per esem- 
pio *"> *"",**, invece dei termini 

A' x'"* h* A" V"" -f. AV* che si riducono ad un solo , dovremo 



mettere i tre termini 

" * '" 

A"V . « v * H- A!"'x . «** -f- A v . et" che sono sempre distinti . * 

« 

Col medesimo ragionamento si dimostrerebbe che se abbia- 
mo un numero Z di radici eguali 



o 



« , tt , «" , et" , : « invece degl' Z termini 

Aa'-hAV*-}. -+i£'~ l) } l ~ l) " che si riducono ad 

un solo ì converrà mettere gV l termini seguenti 



t . » . «_ 
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A . x . « 



9 % •" • 



A (/-2) (Z-l) J 






ed allora Y integrale si conserverà completo :> si vede come do* 
vrebbe farsi se oltre il numero Z di ~ radici eguali fra loro » >vi fos- 
se anche un altro numero p di radici egiiali fra loro; ma diverse* 
dalle prime ec. : si trovane» i medesimi risaltati che al §. 62. 

Risulta adunque, come dalla natura stessa delle equazioni si' 
attinga il metodo per 1 scompletare quegl* integrali che dalla riso- 
luzione di rali equazioni dipendendo , erano ridotti incompleti pep 
Ja presenza delle radici eguali ; di modo che se quelle equazioni a 
radici eguali portano seco un difetto , contengono ancora in se stes- 
se i princip) per correggerla ; in quésta guisa per ricompleta?€ 
gl'integrali ci .serviamo di un metodo attaccato alla, natura del» 
la ricerca . 

§. 68. Riprendiamo 1* ©spressione dell' integrale completo 
data al §. 58. 

v *. ** S* *'* S 1 *"" - S 1 * S" x 

il -t- valendo per n pari , e il — per n impari. E* fàcile da questa 
dedurre la formula stata data dai Geometri per 1* integrazione delle 
equazioni lineari a coefficienti costami) la quale è (a) 



*»(à-*s£) *'*(£' 



y 



m 






>'•(*'-** -ra) 



w 



.// 



• • • 



1. • 



.(•-»r (A c- f) 



(»-»)- 



» 



t/»-o 



In questa formula A, A' ce sono le costanti arbitrarie; «,«'ec. 
rappresentano come per noi, le radici dell'equazione (i) del §. 53 
e m,m' ,m" ec sono quantità costanti , i valori delle quali sono 



(a) Fra gli altri si veda il Calcolo Integrile, dei Professore Paoli. 
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m = a'ò -+■ 2^ ,2 c H- 33 /? d -+. . . ^ . . . -f- noi "p 



i 



ja v = « o H- 3* C H- ...... H- /Za- p • 

Il metodo per il quale si deduce questa formula dalla nostra 
lo applicheremo ad una equazione del secondo ordine per maggior 
semplicità; giacché osservandone T andamento „ vedremo come po- 
trebbe generalizzarsi per qualunque ordine. 

Se dunque 1' equazione da integrarsi è ay -h hy _. , H- 

cy = X , T equazione da risolversi sarà a h- 6*H- ceC =?= o : sia- 
no le .radici di questa equazione * , *' > ed allora il nostro integra- 
le diverrà 

y = -2^2-£; e quello dato dall'altra formula 

Secondo le regole dell' integrazione per parti ( §. 17. ) per 
le quantità a differenze finite , se z , u rappresentano du# funzioni 
variabili, si ha 

* » * • 

2(2M) = a.2u — 2(2a.Az-HHA2); dunque facendo 
u=z~, a = 2— , avremo dopo aver fatte le opportune ri- 
duzioni 

et" «e* x A *'* <? x «& f * v x t x 



^ a" ^ X ' a a'* ^ X s? / » _ * ,»,A) 



• » 



a a 



'» ^> X *' *? X 



a* — a et* a 



.2-5.— A-22L, onde 



j_ et '* 5] JL -4- — . *'"** 2 — i ed aggiungendovi le 



* a ol'—x a'* a et-*' a 

costanti che portano V integrazioni , avremo 
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A 



•Ct- 1 * •<*-«> 



Ora in un'equazione di secondo' grado 1 V ultimo termine col 
suo segno ( allorché il coefficiente del quadrato- dell' incognita è 
l' unità ) è eguale al prodotto delle: due radici , e il coefficiente del 
secondo col segno mutato è la sommai delle radici medesime; dun- 



t> , _ , OL 



«ne — = *«' , e- perciò- a =s**c > e « H- * = — ~ » onde a ( J 



i ) = » e — a*c= ci* e -+( -£ r** ") «e = »b -t- 2«V , come pure 

a r £ i \ = a fl e — tuie = V*c -*- ( -^ H- «' ) «e = «'6 H- a*'*c . 

H valore . adunque di y diverrà, 

r 

v — *L. *** tt '* -*-■ — > che è l'integrale delle equa- 

* 

zioni di secondo ordine dato dalla formula degli altri Geometri. 
Si terrebbe il medesimo metodo r qualunque fosse l' ordine dell' 

equazione. 

Questa formula per altro non è d' alcun uso quando le radici 
sono eguali, poiché essa dà gli integrali incompleti: noi per que- 
sto non ce ne occuperemo di più , ed in tutte le applicazioni fa- 
remo uso della nostra formula , la quale dà sempre gì' integrali 
completi qualunque siano le radici della .equazione . 

Infatti nel caso di due radici eguali « = « > sarà 

v =r^2i.2^ ed integrando per paiti, 



** 



a 



/*2$-2(*.ì^?.)>=^{(— 02^ 



• • • ♦ 



essendo A , A' le due costanti arbitrarie che portano le inte- 
grazioni . 

§. 69. AH' integrazione dell! equazione proposta al §• 53- 61 

riduce Y integrazione di quest' altra equazione 



.• t- .• - 
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é 

ha . y h- Ba . a . y -ì- Ca .a .a . v h* 

nella quale a , X sono funzipm- conosciute. di x: ed A>B ec. so- 
no quantità costanti. 

Infatti ponghiamo jr =é > .z essendo m , si dne funzioni 

di x da determinarsi . Se sostituiamo questo .valore jdi y nella pVQ- 
posta e s f avverte che , 

2/72 = 771 — {- 2/7Z 

*-H * - . ■ x 



2)7Z . ^ = 771 "*4* OT H- 2w 

^rH-2 X -4. I * ^\* * 

ec. 

avremo T equazione 



x „ à n~ ~ *; * * * „ 

• • • • • ' • 



( 1 ) . . . . Àa • e ~*.z h* Ba .a .e . é 3 -+> 
rfPa .a a -e ' .e * e *~* 1 ,. 



• - • • e *• z> *■— - *v » 

X-+U 

E» 

Dividiamp ora tutta questa equazione per a e -, e troveremo 

m , . • m 

•a .e «e X 

m m 
CL • C •&*- » • • • 



ir 


• 

-Ba .e .£ . — t-Ca 


£ -f. 




10 





Per determinare m ponghiamo a è * ,== 1 > ed aVreipo 

X * ** X •+ I 

m x ~ — Z ?#-(y*-n)> e perciò ^2^ = — 2 &>#.(a^ i ). 
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Fitte queste sostituzioni nell' equazione ( a ) , diverrà . 



* x-+l #42 x-¥n —E log.* , , 

Quest* ultima equazione essendo della forma di quella del §. 
53., il suo integrale sarà 

^ — . J V J/ 5^ yì ^ * -• . . 

* A $* . *(»-**)* * $(*-!)* 

le qtiantità *,£',**',...• ^ sono le n radici dell' equa- 

zione 

A -kB^-C* 1 H-" • . • • - • •: -KP*" =0. ^ 



£«1 
Trovati il valore di z e di e * , s* avrà il* valore di y 

se * , e perciò Y integrale della propósta equazione • 



X 



Il Sig. La -Place hail'prinio integrata una tale equazione a 
coefficienti variabili. <•/ ' 

§. 70; Siccome ( 48) 66 ) } T integrale cotripleto ? di una equa- 
zione lineare 



ay ^rby h~ • • - - « • • -\* py = X a coefficienti costan- 

ti o variabili * è la somma dei suoi integrali particolari , così dalla 
cognizione di questi sì passerà alla cognizione di quello . 

Ponghiamo nella proposta equazione «S» 1 ,» 1 , *" in- 
vece di 

1/ ,y i * y ed avremo, facendo X^o, 

(A) .... a H-^H*^ a -+■ -*• jp a " = o, equazione al- 



estmo 



gebraica del grado n 

Se i coefficienti sono costanti , le n radici di questa equazione 
sono costanti, ed abbiamo i casi sopra considerati; se però i coeffi- 



1! 

1 
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cienti sono variabili > le radici dell' equazione algebraica possono 
essere o tutte variabili , o alcune variabili .ed alcune costanti ; e 
quest' ultimo caso ammette alcune considerazioni che facilitano k 
ricerca dell' integrale . 

Sforno «',*">*"', * le n radici dell' equazione alge- 
braica (A), e tutte siano costanti eccettuata una, e questa sia *\ 
allora è manifesto che si avranno un numero n — i d' integrali 
i , cioè / 




y = AV%== A'V'" ec. . . . . = A U) a n) \ i quali soddisfa- 

ranno all' equazione proposta nel caso di X = o; dunque quest\e- 
quazione ,sarà ( §. 52. ) completamente integrabile . 

Egualmente se due saranno le radici variabili , ed n — 2 quel- 
le costanti , s' avranno un numero n — a d' integrali particolari 
che soddisfaranno alla proposta nel caso di X = o , e perciò se- 
condo il suddetto §. 52. > V equazione sarà integrabile ^comple- 
ta mente . 

Se poi le radici variabili saranno di numero /ra, e quelle co- 
stanti di numero n — m, allora avremo un numero n — rad' in- 
tegrali particolari, e la loro somma ci darà anche un integrale 
particolare dotato di n — m costanti arbitrarie : .sarà poi facile di- 
mostrare seguendo il ragionamento fatto per i due Teoremi del ci- 
tato §. che T integrale completo dipende in quest' .ultimo caso dall' 
integrazione di «una .equazione a coefficienti variabili dell'ordine m. 

Da tutto questo concluderemo i seguenti Teoremi. 

Se in un' equazione alle differenze finite dell' ordine n a coef- 
fidenti variabili 

av -\-by -hcy 4 ■-*-••••• • H-py =X, 



si fa X = o, e si sostituisce 1 v *,*%* ? i * invece di 

y ,y >y , . y avremo .un' equazione al- 

x x ^t^ * & ^^r & x ^"f 9 

•• * »• 

gebraica 

a --j- b* H- c«* H* ....... H- p* =0,6 sarà 



X 
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PRIMO TEOREMA 

- • • 

,-, L' equazione integrabile completamente , se le radici sa- 
„ ranno tutte costanti una eccettuata: 

SECONDO TEOREMA 

» • » 

... # < 

„ L' equazione integrabile completamente , ' se le ràdici sa- 
», ranno tntte costanti due eccettuate: 

TERZO TEOREMA 

99 1/ equazione integrabile particolarmente còti un numero 
v m di costanti arbitrarie , quando le rabici costanti saranno di 
*, numero m . 



QUARTO TEOREMA 



, r 1/ integrale completo dell f equazione in quest* ultimo ca* 
99 90 dipenderà dall' integrazione di una equazione lineale a coef- 
1, ficienti variabili dell' ordine n — m 9 tante essendo le radici 
99 variabili . 

Abbiamo dati questi Teoremi negli Atti di Turino del 1803, 
ma dimostrati diversamente . 

§. 71. Quando fra un numero m di funzioni incògnite y ì z , 

X X 



tr ec. j e la variabile se , si ha un numero m d' equazioni a diffe- 

i:enze finite., potremo sempre per mezzo dèli* eliminazione giùnge- 
re ad una equazione che contenga una sola funzione incognita : 
questa equazione però sarà d* «n ordine maggiore di quello delle 
equazioni proposte : dimostreremo tutto questo in due equazioni di 
secondo ordine 9 e sarà facile vedere che il medesimo mptodo si 
applica ad un qualunque numero d* equazioni * fra un qualunque 
numero di variabili . 

Siano adunque da determinarsi i valori completi di y 9 e s 

• X 

in funzioni di x per mezzo delle segtfenti equazioni (i),(s>) 
Tom. I. S 
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(i) .... a y H-6 y -f.cy 

v J X^X X'x-ìrl X^X • „ v , v 

a a «fé s , -f- e z 
-4- A' a -f-B's ^- ' * V ' 



XX XX 




nelle quali tanto i coefficienti che il secondo membro sono funzio* 
ni date dell' x . 

Se ricaviamo dalla seconda equazione il valore di «^^e 

Io sostituiamo nella prima , avremo una equazione di questa forma 




(3) ai . Ym ~hbi .y _^ t *+ci y 

} = <pi{x) 

ai .z H*0 1 z 

XX X X+l 

nella quale i coefficienti > e il secondo membro saranno quelli 
che porta una tal sostituzione. 

Se in questa equazione facciamo che x divenga x -4^ 1 1 
avremo 

g'i .z -|*6 I . . z_ ^ 

Se adesso si sostitnisce in questa equazione il valore di & a ^ 9 

ricavato dalla equazione (a) , avremo una equazione di que- 
sta forma 

(5). ...02 .* -+bi .y ^,H-ca .* H*dai .jr . 

e'a .z H-^'a.-^.^.. 
ca » Ò2 ec. <pi ( a? ) rappresentano i coefficienti dopo questa so- 
stituzione . H valore di z ricavato da questa equazione ( 5 ) , 

si sostituisca nelT equazione (3), ed avremo un'equazione di que- 
sta forma 



\ 
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(6). -'-e3 M -J M +b3 m .y M ^ 1 *C3 m .jr +ds m .y 



°x x 

la quale ci dà il valore di z . Per mezzo delle doe equazioni (3) 
e ( 5 ) eliminiamo z > avremo il valore di z , U quale , fa- 
cendovi 09 crescere di una unità , diverrebbe il valore di z 

Ora sostituiti questi tre valori nelT equazione (i), questa conterrà 
solamente le variabili x ^y \ sjirà però del quarto ordioe ed avrà 

questa forma 



a\ , 64 ec. X rappresentano funzioni variabili conosciute , e sono 

X X 

funzioni dei coefficienti delle equazioni proposte e dei loro se- 
condi membri. 

1/ integrazione adunque delle due equazioni ( 1 ) , ( a ) dipe»» 
de dall' integrazione dell' equazione ( P ) . 

E x facile vedere che se i coefficienti della proposta sono co* 
stanti 9 ancora i coefficienti della risultante equazione ( P ) sono 
parimente costanti , e perciò essa sarà sempre integrabile . 

1/ ordine dell' equazioni proposte (1)9(9) era il medesimo 
per ambedue ; potrebbe essere anche diverso nelle due equazioni j 
giacché sarebbe cosa facile di ridurre Y equazioni al medesimo on- 
dine con T aggiungere i termini che mancano 9 e fare nella fina- 
le equazione risultante > eguali a zero i coefficienti dei termini 
aggiunti . 

Si vede che questo metodo è generale per qualunque nume- 
ro m d' equazioni , fra un numero qualunque m H- 1 di variabili , 
e di qualunque ordine n . 

Nel caso dei coefficienti costanti * se i secondi membri sono 
nulli > possiamo anche così trattare quelle equazioni proposte . Fac- ' 

ciasi y z=a* y z = of . I , essendo » > l due costanti da determinar- 

X X 

si. Sostituendo questi valori nelle equazioni (i),(2) avremo do- 
po aver tutto diviso per a * 
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a — j- b» — f- Cm* s 

A h* Ba •+ C«* •* 

dalle quali devono determinarsi * ed l . Preso il valore di l da 
ina di queste equazioni e sostituito neir altra , dopo averla ridot- 
ta > avremo per determinare « la seguente equazione 



(a-h bx h- c«* ) ( A'h- fi'* -f CV) — (a' h- £'* H- cV) ( A -* 

. Questa equazione algebraica essendo del quarto grado ci dà 
quattro valori per u\ per mezzo dei quali s' avranno altrettanti va- 
lori di l: questi valori poi di a e di l ci daranno quattro valori 
particolari di y e di z , i quali moltiplicati per delle costanti ar- 
bitrarie e sommati % ci daranno i valori completi di y e di z : 

* * X X 

così se i quattro valori di « sono « , a , «" , a " , e quelli di l soqo 
1,1' ,1' , £'" , avremo per il valore completo di y questa espressione 

y = A**^AV*h-AV*h-A'V''% e per 2; quest'altra 

* # = A^*.ZH-A^.rH-Av*.rH-A w ^.r. 

Le costanti A , A' , A" , A"' deir y sono le stesse che quelle 
della z . 

Ad una equazione differenziale del quarto online a coefficien- 
ti costanti saremmo giunti se avessimo adoprato il metodo del §. 
antecedente > e Y integrale di una tale equazione sarebbe stato sem- 
pre dipendente dalla risoluzione d' un* equazione algebraica del 
quarta gradò. 

Se il numero delle equazioni alle differenze fosse minore del 
mmero delle funzioni incognite, si concepisce facilmente che al- 
cune di queste funzioni resterebbero al nostro arbitrio , per il che 
potrebbero anche stabilirsi delle equazioni arbitrarie per avere un 
•umero d'equazioni eguale al numero delle funzioni incognite. 

§. 72. Per fare un* applicazione delle cose dette qui sopra 
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prendiamo a risolvere un Problema appartenente al* Gioco de- 
gli Scacchi.. 

PROBLEMA 

„ Data nello Scacchiere una casella qualunque e supponen- 
do la torre posta in una casella parimente data ," si dimanda in 
quante maniere la torre facendo x mosse , possa andare dalla ca- 
sella o scacco in .cui si trova , alla detta determinata casella ,, . 
Conviene distinguere in questo Problema tre casi: i°. Quan- 
do la torre si trova nella stessa casella d* arrivo : 2°. Quando lo 
scacco della torre, e lo scacco d* arrivo sono sopra la stessa fila, 
in modo che possa la torre in una mossa andare allo scacco d' ar- 
rivo : 3 . Quando la torre e lo scacco d* arrivo non sono in alcuna 
delle suddette due posizioni . 

Indichiamo per y il numero ricercato delle maniere nel pri- 
mo caso; per z lo stesso numero nel secondo caso, è per u il nu- 
mero delle maniere nel terzo caso. 

Supponghiamo che la torre deva fare «-f- 1. mosse: sarà allo- 
ra il ricercato numero di maniere y - nel primo caso ; z ' nel 

* * r+ I . * «+ I 

secondo; e u nel terzo. D altronde nel primo caso può la 

» 

torre con la prima mossa andare in 14. scacchi diversi, in ciascun 
dei quali essa si trova nella situazione del secondo caso, ed ha 
perciò in ciascuno di essi un numero di maniere z per arrivare 

in x mosse. allo scacco d 9 onde era partita; dunque il numero delle 
maniere per »h- 1 inpsse, sarà agCQfa §sprpsso nel primo caso 
per 142; : dunque y = 142; . 

Nel secondo caso può la torre con la prima mossa passare in 
1 4. scacchi , sette cioè sopra la fila che unisce lo scacco di parten- 
za della torre, e lo scacco d'arrivo, ed altri sette sopra la fila a 
questa perpendicolare . In ciascuno degli ultimi sette essa prende 
una posizione appartenente al terzo caspi,, e perciò io virtù di que- 
sti sette scaochi avremo un numero di maniere rappresentato per 
lu . In sei scacchi dei primi sette essa prende una posizione appar- 
tenente al secondo caso, ed in virtù di essi abbiamo ir numero del- 
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le maniere rappresentato da 6z > e nelF altro scacco essa prende 

la posizione appartenente al primo caso , ed in virtù di esso si ha 

il numero delle maniere^ ; dunque nel secondo caso il numero 

x ~ 

totale delle maniere per x h* i mosse , sarà 
y -f- 69 H- lu , e percid 



X '* ' w x 

*>-* I J X f * 4 4P 



JSTel terzo caso un ragionamento simile ci darà Y equazione 



u •= &z h- iaa 

X-hl x x 



Avremo adunque per risolvere il Problema queste tre equa- 
zione a differenze finite c}el prinjp ordipe 

Jx -*• 1 r x 

jfo le «tre funzioni inqognite y x ^ x y u x - 

Seguendo il metodo spiegato sopra (70) elimineremo % m e 
z per mezzo delle dqe prime equazioni e dell' equazione 
v = iaz dedotta dalla prima > ed avremo 

J X •+ % x H- 1 

{ i )--y x +*= i w*^ 6 yx+i^ 9 * u * 9 



Da quest' ultima equazione si deduce quest* altra 



M----*.^^**,*,******** 1 ^ 



*-l-3 



Sostituendo nella terza delle equazioni prpposte il valore dì 
z , s' avrà un' aititi equazione 

X 



u e u 

X X 



Ora per mezzo di queste equazioni ( i ) , ( a ) , ( 3 ) eliminiamo 
, ed avremo in fine per determinare y x quest equazio- 



ne a differenze finite del terzo ordine 
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V integrale della quale ( §. 66. ) è y M = A** -f B»" H- Co", es- 
sendo »t» ì et" le tre radici di questa equazione 

a i — 1 8*' -f- 44 « -*• 168 = o : ora queste radici sono « = 6 , «'= 
14, <*" = — 2 , e perciò 

y =5 A- é* -*• B. 14* -f. C ( — »)*: le quantità A,B, C , rappre- 

sentano le tre costanti arbitrarie . 

Trovato il valore di y ricaveremo dalla prima delle equa- 

zioni proposte il valore di & , e questo sarà 



z 

* 



Dalla seconda poi avremo 



u 



Per determinare le costanti s'osservi che facendo # = i , abbiamo 
^ s=jr =o,s = 3 =1^ = i* = o, onde queste condizio- 
ni daranno 
6A h- 14B — aC = o 



?A-4-i4B-*.l-C=i 

— 4AH-14B — -ÌC = o, 

dalle quali si ricava A 3= J*% B == ^-, C = ? : sarà in fine 

04 04 04 

„, i4<*^-i4 ,r -»49(— a)* 

^* 64 

„ 6.6»-» u"— TC~»V 

*. -* ~ 

mt — a.6*-*i4*-K — «V. 

* 64 

queste formule contengono la soluzione completa del Problema . 
Sia x = a, ed avremo y = 14; 2 = 6 ; w =2: cioè la 

" X ^ X X 
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torre facendo due mosse può in 14 maniere sortire dalla casa ov$ 
si trova e ritornarvi ; facendo parimente due mosse, può la torre in 
sei maniere andare dalla casa, ove essa trovasi, ad uno scacco 
qualunque posto nella stessa linea ; e facendo anche due mosse può 
la torre in sole due maniere andare da^Io scacco , in cui essa è , 
ad un altro scacco posto in un' altra liqpa qualunque . 

§ 73. Fin ora abbiamo supporto che la differenza della va- 
riabile x fosse l'unità* ovvero che la variabile x crescesse della 
quantità 1 , ed abbiamo insegnato per questo caso ad integrare 
r equazioni lineari . Vediamo adesso come giunger si possa air in- 
tegrazione delle medesime equazioni quandp la differenza finita 
Aa? dell' x y è .una qualunque costante a , ovvero una finzione 
qualunque variabile Fx della medesima x . 

Sia pertanto da integrarsi 1' equazione 

« 

(A)....ay -+ àv, H- cy „ -*- H-J>7„ M = ?» nella quaje 



fiybyC ec. j>, X sono costanti, o funzioni date di *; x 



x 



Aa? , x" = x' -{- Aa?' » «'" = x" -t- Aa?" ec. a? " = a? " 



Aa? 



(9-t) 



Facciasi y = « 2z » ess.en.do ? t z due funzioni di # da 



determinarsi; avremo 



^»' = 


= « 2* 




= V 2 V 


-/*!// "" 







3*w 



Sa 



«- 



•/ 



Ora rappresentando per 2s la sommar dei termini die prece- 
dono z , per 2z , la somma di quelli che precedono z nella serie 
z ) z yZ , z %z sz 1 z . essendo 

'"4P »M *X * *' X» X'» 7 



w 



a?.-t-A a? 



I 
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"* = '"*-*- A'"w 

* = 'a?H-A* V 

#' = a? h- A* 

a?" = a;' -+■ A* 

eq. 

Avremo 

y =« 2z 



r 



y* = •„, ( * «+ *, •+ 2* ) 



X' #' % x xr X 

\ 

* X"' . X'" v * *» *" *' 



• ^•^■•/■^••••* 



• / 



^^(«) *(•) v *•*'*' x(" ' • ~ X ' 

Sostituendo questi valóri nella proposta e seguendo il mede-? 
simo ragionamento del §. 50., avremo 



( a . et — {* &•*,-+■ e. a „ -4- h- P* , mS ) 2s 

V X * x * x^)' # 

v *' x« ^ —rjr x w j ~ x 



-*■<•<:■%■■-*■ "»-l'V»)V l = X . '. 



f } ■ •••*•>• 



.*• / • • / • 



~**jpv> •**<•-•>/ 



X 



Se supponghiamo il coefficiente di 2*^, eguale a zero > avre- 
mo per determinare » questa equazione 

X 

Tom. I. T 



• 
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a ' *x H-^^H- - 4 ,,, H- •■ -fp-a,,,) =.0 dell' ordine n 

a differenze variabili, e nella quale il secondo membro è zero; e 
per determinare z una equazione di questa forma 



h'z -f. c'z -h H- P*-(.-.> = X dell' ordine n — 1 

a differenze parimente variabili . 

La prima non è altro che la proposta quando vi si fa X=o y 
e la seconda è nna equazione di un ordine inferiore di una unità 
della proposta medesima . 

Trattando questa ultima equazione come Y equazione (A), e 
seguendo parola a parola il medesimo metodo tenuto al §. citato 
( mutando però x, x-t» 1 , x h- 2 ec. 7 x -h n f in x , x\ x ce., 

x ) giungeremo al medesimo Teorema 1 che abbiamo ivi trovato* 
per le equazioni a differenze costanti , eguali air unità, a coefficienti 
variabili ; e si vedrà che la forma dell 9 integrale completo delie- 
equazioni che qui trattiamo , è egualmente 

y x =a 2*' 2a" 2* ~ ! 2a^ fp . () , rappresentando 

per i segni 2 le somme di termini nelle serie , nelle quali la x cre- 
sce da un termine air altro della quantità variabile Aa? . Le fun- 
zioni a iu ec. s (w _ r) dipendono da equazioni lineari a differen- 
ze variabili di cui il secondo membro è eguale a zero . 

Tutta la difficoltà adunque si riduce ad integrare queste equa- 
zioni lineari quando il secondo membro è nullo - 

§. 74. Supponghiamo perciò che il valore di y sia « 2s f 

essendo u una funzione di x da determinarsi , e * una funzione 

. * 

di u parimente da determinarsi* 

Indicando per zi ciò che diviene u quando in esso x cresce 
di A# > per u ciò che diviene u nel medesimo caso ec , avremo 



y - 


= * 2z 

u x 






V 


= et , 22; m = 
m x' 


: * # ,(2,H-2z # ). 


è 


*,■■■■ 


= « „ 2z : 

U X" 


= « (a 4z^- 


h2z ) 



CALCALO DELLE DIFFERENZE FINITE CAP, Uh I37 



y ,-v :==z * , ^ 2# /„, = a tu Az — f- 9 , H? ...... H* 2 ttt . i H* 2z 1 - 

Sostituendo questi valori nella proposta» eguagliando a zero 
il coefficiente di 2$ > e indicando per h , e ec. p' ; ; coefficienti 

di z iZ . ec, z (,_,,» avremo queste due equazioni 
( 1 ) . . . . aot, h* ò* -*• e* tt -f- ....... -f- p* f-l = q 

(a) 6V-fC* Hr ...•■ H-p'« ( ._ ,)=X, dall'in» 

x x x 

tegraje .delle quali dipende V integrale della proposta (A) . 

Ora osserviamo che nell'equazione (i ) non solo è indetermi* 
nata la funzione * di u> ma ancora la medesima ji funzione di oc; 

essendo ora .due le indetp.rjninate , ed npa sola 1' equazione fra di 
esse , una di queste indeterminate dipenderà dal nostro arbitrio . Fac- 
ciamo adunque servire la u alla seguente condizione: sia u tal fun- 
zione di x y che quando x cresce della sua differenza finita A& > 
tutto T aumento .che riceve la Uy cioè A#j sia eguale air imita; 
così determinata la u avremo 






e perciò V equazione ( i ) diverrà 

V 

a& rkb* w H* c* H- H- P* = o « che è una 

equazione dell' ordine n a differenze finite eguali air unità , i cui 
coefficienti sono variabili , perchè sono funzioni di x * ovvero di u > 
potendosi sempre determinare x per u , quando u è determinato 
per x . Per mezzo di questa equazione abbiamo il valore di * • 

Trattando V equazione ( a ) come la proposta , e seguendo il 
medesimo andamento dpi §. 50., si vedrà che l'integrale completo 
della proposta avrà questa forma 
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y ==« 2#' 2V' 2<* 2s /«-..!> m essendo una fun- 

^ X u u u u x^" ' 

zione di oc , dotata del] a proprietà sòprfc accennata : «■•*'«' ec. a * 

•essendo funzioni di u determinate da equazióni in u y simili a quel- 
le (i))(a),(3) ec. (/2) in a? del §. 51. delle quali i secondi 
membri sono nulli . 

Così T integrazione delle equazioni lineari a differenze varia- 
bili > è stata ridotta all' integrazione d' equazioni lineari a differen- 
ze costanti eguali all'unità (a). 

§. 75. Ma parliamo di quelle equazioni a differenze variàbili/ 
i cui coefficienti a^6,cecr-, p sona costanti , giacché di queste so- 
ie si può aver T integrale completo ...... 

Facciamo in questo caso y === * 2z > * essendo una costai 

te da determinarsi, ed u una tal funzione di x , che crescendo 
T a? della, differenza A# > 2/ cresca dell* unità. 

Prendendo i valori di y , , y „ ec. , sostituendoli nella propo? 

sta , facendo eguale a zero il coefficiente di 2z > e indicando per 
ò',c ec, p' i coefficienti di 2; , z , ec. £ ,„_ t) divisi per *% avre- 

■* XX X 

mo queste due equazioni 

(l),...(to -fJa H- Cx H- -+■ JP« . — ° 



(a) òVh-C* 4 H-p's <„__,> 



.1»— »/ « 

a 



Così si vede che tenendo il medesimo metodo da noi adopra- 
to al §. 53. e dando al ségno sommatotio 2 il significato qui sopra 
spiegato, avremo 



x 



\.i/ r -I» 



(a) Questa idea di ridurre 1' integrazione delle equazioni lineari a 
differenze variabili , a quella d* equazioni a differenze costanti , si deve ai 
Sigg. La -Place, Condorcet; è stata poi seguita da Cousin ed altri Geo- 



metri . 



x 



y 
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Le costanti * , *' , a" ec.)ft* soao al solito le n radici dell* 

equazione 

a H- #« H- C* 2 H- H- jp« = O . 

Tutta adunque la difficoltà dell' integrazione dell'equazioni a 
differenze variabili, si riduce alla ricerca della funzione u . 
Rappresentiamo per h quella funzione dell' x , tale che qnan- 

do x cresce della differenza variabile A#> la funzione u cresca 

X 

dell'unità. Questa proprietà sarà espressa dall'equazione u = 

u H- 1 > dalla quale ricaveremo h — z/ =; 1 ' , e perciò in- 

tegrando u — 2 1 ; così la ricercata funzione è eguale all' inte- 
grale finito dell' unità, preso queir integrale secondo il sistema di 
differenza variabile che regna nella proposta . 

L' integrale peitanto dell' equazioni lineari dell' ordine n nel 
caso dei coefficienti costanti, sarà 

ferenza dell' a; fosse eguale per esempio ad una costante ò', a- 
vremmo 2 1 — £ -f- G , e facendo per più semplicità C = o , 2 1 = 
y y Y integrale sarà la formula trovata qui sopra , se invece di 2 1 



vi si pone -p . , 

§ 76. Si può ancora ridurre la ricerca del valore di U all' in- 
tegrazione d' una e pazione a differenze fluite costanti del primo 
Oidine , ma non lineare . Infatti siccome è u A = u H- i = 

&H- i> avremo #h-A# = p indicando per p una fun- 

zione di a h- 1 , ovvero di u -+. i . Ora supponghiamo A» = 
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I 

Q (a?) — x , ed avremo x -h p(x) — x —p e perciò <p (x) 
=1> 



■#-H 



Siccome poi u =zu,u x = M4i,ew ì u , . sono due 

* Pi*) * p ( * ) 

simili funzioni in a? e <p(x)y sarà perciò x eguale ad una funzione 

di u simile alla funzione di u h- i > cui è eguale p ( x ) , cioè sarà 

x =p : sostituendo il valore cji a? nelT equazione <P(f) —p * 

s* avrà <p(p )==jp * equazione dalla cui integrazione dipen- 

de il valore cjji p ; trovato p eguale ad una determinata funziona 

« * * 

di u y sarà x eguale a quella stessa funzione; avremo adunque un' 
equazione fr* x j&d u , e perciò u in funzióne di x . Percorriamo 
alcuni casi d* integrabilità di questa equazione . 

Sia q>(x) ==aa?H-6> ove a e h sono quantità costanti, ed 
avremo allora p ==ap -+ B 9 ovvero ap — p == — 5 i e 

facilmente trpv<eremo per ciò che si è dettp ( §. 58. ) , 



p = — IL 2 — = Sa* r 2 — > poiché T equazione a 



u 

L 

u a 



ci dà * = a; eseguendo ora l'integrazione si troverà 




P =5a f ■ K^-i-C =&,*-'('_ —-Sjipwerp 



► »-4-CV ' — Um* ' — * 

1 — a m — 1 



, e aiutando la forma della sostati- 



te , cioè facendo C = r- » sarà 



Supponendo G = 1 * cioè prendendo un integrale particola- 
re , s* avrà 

p = - — -, onde x=.± — -. 

/♦f(*-4-(rf— i)*) 



Da quest'ultima equazione risulta u 



hg.a 
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Se p(») = ax » avremo p = ap , e ponendo jp = 
a * , otterremo a * = a . a = a * , e prendendo i logarit- 



mi, si ha q log. a = (mq -f i ) log. a, ovvero 

/ 

9 = 7B£ h- 1 > equazione lineare del primo ordine , la quale 
integrata ci dà 

Cm*-t 

q = z ^ m ~: ; onde p =« = a ,w "" 1 * dalla quale si ricara » 

P^ Www £ ^V 

prendendo due volte i logaritmi» 

«= — i£ SiSii-J, f ac endo C=j-1-, 

HI —* I 

u _ togug.sx jj on ^ estenderemo di più sopra oneste rieer* 

log m 

che particolari (a) . 

Da tutto ciò che abbiamo detto si conclude che le equazioni 
a differenze variabili potranno integrarsi , quando alcun Geometra 
avrà insegnato ad integrare completamente Y equazione 

<p(p ) =p > ovvero a trovare il valore generale di 2i in tut- 
ti i possibili sistemi d' integrazione , ricerche ambedue della stes- 
sa difficoltà. 

§• 77- Sia ora proposta per integrarsi V equazione y 

a y = X , nella qnale a , X sono due funzioni qualunque date 

di x y ed m è una quantità costante qualunque . 

Riguardando m come Y aumento o differenza della x , sarà 
questa un 9 equazione del primo ordine > e paragonata con 1' equa- 
zione (A) del §. 73., avremo 

a^m — a y fi — i 9 e = d = e= ec* = o, a?'=^H* Àa?=a? 
m , A# = Tit- 



ti 



{a ) Si vedano gli Atti della Società Italiana . Mem. del Dott. Paoli . 
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Sarà dunque y = a 2z * essendo a, dato da questa equazio- 
ne — a » -*-* = o, e z da quest' altra a ,z = X. Detenni- 

X * #' X * U X 

nando adesso u secondo la condizione espressa al § 74. > si trova 



u = — » e quindi «f = = — H*i=tt^i; T equazione a- 

dunque che determina & sarà ( avvertendo che pc = oth ) que- 
sta — a . * -h « . = o . la quale ci dà 



r 



mu u # -+ 1 

* = e ■ % , Sara dunque 

V% 

!» 

L* integrale rapporto ,ad u deve prendersi nella supposiziorie 
che la differenza di u sia V unità , ; e quello rapporto ad x nella 
supposizione che la differenza della variabile sia mi fi se si rap- 
presenta per U ciò che diviene ,X, quando vi si pone mu invece 
di X, avremo 

Xt(a ) 

y =e :2IT:* .integrando sempre rapporto ad u. 

L' integrale adunque .completo della proposta sarà 
U(a ) -/(* _,_ ) 

• UT» • fi . ^? _ mu "+ w TT \ 

Sia per esempio ra = a , X = o , je V integrale [dell' equazio- 
ne y L = a y , sarà 






2U C. 



* 



Ora da ciò «che abbiamo detto ( §. 45. ) , si ha 
e ,=.a .a .a 

20 — 2 2* — 4 2* — 6 

dunque facendo 211 = x, sarà 
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ec. 



H3 



Ca »a ..a 

.x — a .*— .4 x—6 



V ultimo attore sarà à , tovvero a secondo «he la variabile a? è 

oO -JL 

pari > ovvero idisparL 

Al medesimo .risultato saremmo giunti .per mezzo <|ella formu- 
la dell'integrale delle equazioni del secondo ordine & coefficienti 
variabili data al §. 48. .Facendo in essa infatti b = o , abbiamo 

X 

<z a 

2 i 



Va 


a 
*-3 


a 

#—4 

*— 5 


a 

*-5 


a „ 


a 

*— 4 


a A 
* — 6 


a 

*-4 


a 

x-S 


A 
X — O 




a 

* — 5 


a 

x — 6 

. * 
• 
• 






x—6 


g*B 


« 


IL 
1 


• 
• 


• 


a 
1 

e 


G 






e 



♦<C' 



il quale ridotto .diviene 
y = Ca .a .a 

Z* 4P — 2 *— -4 x — 6 



/ ° ^eaofidotche oc è pari 



o impari . 

<§. ?8. 1/ equazione integrata ;al ^. antecedente è del primo 
ordine quando si * consideri , come abbiamo fatto , &vc — m: essa 



istmo 



però sarebbe dell' ordine m " m " quando fosse Ax = i In questo se- 
condo ca'so il -suo integrale completo deve contenere un iramero m 
di costanti arbitrarie^ .e perciò quello -che abbiamo trovato non è 
allora che un integrale particolare. 

Per averne Y integrale x^ompleto-, o almeno per vedere come 
questo può dedursi dalle cose dette di -sopra , -supponghiaxno al so- 
lito che T integrale deir equazione — <i y h- y = X > .sia 

° ^ x u x J x -+w * 

Tom. I. V 
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y = x 2s : avremo allora ( 50 ) per determinare » Y equazione* 



X XX 



(1) — a * Hr « f = o> e per determinare z V e- 

x y x x x-+m r x. 

guazione 

(2) .... z H-£ ' H~2 H- -f~« 



*Ora siccome l'integrale completo dell'equazione (2) ci darà' 
per z un* espressione contenente un numero nu — 1 di costanti ar- 



bitrarie , così 2s ne conterrà un numero m* e perciò 

X 

prendere per ». un valore particolare che soddisfaccia alT equa- 
zione ( 1). (a) 

Dal & antecedente si ha * = e "*' > essendo n = — ; <r 

* x m 

dal §. 58. parimente abbiamo l' integrale dell' equazione (a) 



z = t ^S^2^ 2 * r S- 



rappresentando per J, J*',^, 3" le m — irradici di 

quest* equazione 



Sarà dnnqne il ricercato integrale completo- 



(a) Si potrebbe avere per a un' «pressione dotata dt na numero m di 

Su» 

costanti arbitrarie . Poiché facendo a =e * , e sostituendo, sarebbe 



— a e *-+e * *** = o, ovvero 
x 

ftf —4- fX • •""^" •••••• H" f9f m 

- — ~ X X+l *4S- I 

be dato dall' integrazione di una equazione a differenze finite dell' ordine 
n — i . 



, e prendendo i logaritmi , m^ sareb- 
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=.« 2a» =-=t e 2(^2j3t. ....... 2 -7 rrsX-" 



x 



s : x(»-*)*) : 



"~S1 segno -*• vale per tm — i pari , e 1' inferiore per m — i 

impari . 

Se era snpponghianio X = o,, la qui ritrovata fòrmula diviene 
molto più semplice . 

Si- trova- infatti per ciò che abbiam detto al $. 61. 

y fc ± e y( «^ ( c h- cr -f cr 4- cr h- 



(ma tmm T \ 

essendo CS , G' , C" ec. G ; nn mimerò m di costanti arbitrarie • 

Ponghiamo m = a » ed avremo 

2Z(# ) 

y = — e .(C-*-C'( — i )*); ovvero considerando il segno— 

contenuto entro le costanti > e ponendo per e 9 1 espressione 

# — 2 # — 4 4P — 6 

y =a .a .a ' /M (Ch- CT (■— i)'); e 

questa espressione ci dà Y integrale completo dell' equazione del 
secondo ordine 

y =q y , n«lla quale la differenza dell' x è Y unità . 

X "t* 2 XX 

Per avere una più estesa Teoria sopra gì' integrali completi 
di certe determinate equazioni > si veda il Libro citato al §• 49. 

§. 79. Se alcune radici delle «quazioni àlgebraiche , te quali 
bisogna risolvere per avere gì' integrali delle equazioni lineari > 
fossero immaginarie, ecco come si opererebbe. Si sa dall'Algebra 
Cartesiana che queste radici immaginarie sono della forma A H- 
B\/ — 1 , e quando non lo siano , possono sempre ridurvisi , essen- 
do A e B quantità reali . E' parimente dimostrato che se in una 
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equazione algebraica vi è una radice* dellav forma A -+■ Ity — 1 f 
ve ne deve essere ancora un' alttaxffeHa. forma* A — JBtf" — 1 j 4ua- 
que nel caso delle radici immaginarie nell" espressióne* completa 
dell' integrale , vi saranno contenute sotto* i segai' sommator; le 
quantità ( Ah-Bv' — 1 )% ( A — Bv^ — 1 ) f : escìguite però 1- in- 
tegrazioni come se gF immaginar)*" non, vi fossero r compariranno an- 
cora nella formula sviluppata cieli' integrale delle, quantità -iìnrai- 
ginarie, le quali elimineremo' sexi piace ,- col sostituirvi dello qpm- 
tità trascendenti, e col dare un^ cena forma alle c©«tanri aibitra- 
rie portate dall' integrazioni Cosi nel caso che- il secondo mandino 
dell'equazione lineare- del* $ 53: s»X:=o, el ? eqiia»one algebrai- 
ca abbia due radici », a immaginarie > di modo die sia* or =za-t~ 
b\/ — 1: , » » 3= cr « — bV -*~ 1 Y gli ultifiii d^e termini dell' integra 
avuto al citata paragrafo, saranno- 



rammentiamo* che. A * , A * sono^dueco9raiuji:«fbkirarie. 
Ora è dimostrato 5 nell' analisi dei flaiti che ( a =t £/ — 1 )*== 

(a a -t*fi 2 }* ( \cor.x$zktf~K.SGnM&'y% essendo^ 1? T arco cHe ha 
per tangente -j; dunque sostituendo,* avremo* cosi espressi gir ulti- 
, mi due termini dell* integrale completo ( §. 66.) 

(cosxp — v* — i.sen.&&y>T 
i quali si riducono a^- 

m 

(a*^i I ) 4 .{(A ( *- 2 UA U ~ I> ).co S .^^CAf"" 9) — ..- 
A* ' )y/ — 1 .<$en.x&\> 

m 

e mutando la forma delle costanti arbitrarie, cioè facendo 

( A ( "~ a) — A ( *~ °) V — 1 = C, avremo (a 1 -f. ^^ ( C cos. 
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<?# H--. C' yen «&): per rappresentare 1 qpei ; due termini] dellsuddetto » 
' Ihtegralé ; si veder cosa ^owémcM fare per qualunque altro* pajo di 

. indici, itnipagiDaw*- _ 

Nel caso» poi che -il* secondò* membro • dell' equazióne" non sia 1 
nulle f e che due radici) * , *' siany^imgBtginaricr» ; jjoumimi o* con la 
stessa facilità eliminare^ immaginar]? per sostitujf Vi i: trascendenti . 

* Infimi prendiamo Ibernazione dèi • secondo iérdine^oy <. ^irJty * 



* * 



ty =X( vale>lò^stéssò^irgji pxdinii sspwpéirft) 1 it^oui iate- 



graie è (.§: 68. ) 



tt"(A'-4.r-^> ■ ^nr*W^Tr 



— 2 — 2 ; — =•— —, £ — -4-1 — a* ' ■ J 1 » t -e-giatKyle due 



radici * ,«£ immaginarie ; àtflsa^VMiii>^^^&fy:-^ i t 
« #d avremo» 

y x: pì+i^ — i . p:—q$/-i ' 

essendo jr-f- gV : — r.cio che diviene m y allorché si fa in; essa* := a' 
-t-#V — i > ep — q\/-— h il- valere di w quando «' = a- '-^ òy— ' • 
Kidùcendò questi due termini: al medesima denominatore v e sosti- 
tuendovi: le quantità trascendenti invece degli' esponenziali , avre- 

x . . - 

anr(T Sv trascura^ a'* H*#*)* per semplicità -r là restituiremo al- 
la fioe del calcojo' ) 



• • • • • 



£(/»>- qy/'— r) ( co9V«^'h- v^ — v.senr.xp) (A h- 

™rìl4'+f „ m r f_ lma zzrìJ'-f-hfi esegue* 
<fe» orai le moltiplicazioni , si tro vetta; 

{( ApH^'F—A^v'-- i ^f. A'gV— I ) •{«©*. *#)-*{ Aj>V— IH- 

• Ag — A'py/ — r -f. A'j ) ( se» . a$ ) h- j> co* . *P X . • • • • 

■ '*.!■ / ^ aH- P C <W • #^"2 ^ " •> Inai... ■ i ■ Hk . . . 
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X 



2 m.^H.V-t , .i«.^ ^g vf — * <** ^ X • 

2 — ^ ■ ~ —f» *7 S6/J . 37j3 . 2 ■ -■ ■ - ■> — : — 2- «4« 

q.senxfrE ^^^J^^^ }: p'H-Y- I efficienti dei 
primi due termini setto le parentesi, cioè 



Ap h- A'p — .Apy' ^14 A'g\/ -r- i y e Apv/ — i S- Agr — 

si possono & causa .delle pòst&n ti arbitrarie che contengono, egua- 
gliare a due altre costanti arbitrarie C , C : così quei due primi 
termini diverranno Q cqs . x(à ri- C sen .xp. 

Gli altri òtto *$rminiy noa cpnsiderjuido per ora U divisore 
p a H-g% si riducono ai seguenti 



-A > . 



J) COS . A$, S (vm.^^V— !?«•". *i8 "* «* . *i3 — v^— 1 - «« - ' 

* * m 

-4-pi/i — I .sén.ocf&.^i-* ■=--— / ^~ — sH*'- . JW — "7 — : " «.* ) 



• « 



Riducendo al medesimo denominatore le quantità sotto i se- 
gni somiaatorj , alcuni degli immaginar) si distruggono , ed ab- 
* t>iamo 

(« t .x&Y-¥ K un.x(S Y ^ W l ' C0S ' XP - * \f*. *W -Hm* xfiY ^ 

e portando fuori dei segni sommatorj le quantità costatiti * e gì im- 
maginar} , avremo ( facendo eguale all' unità il quadrato del coseno 
più quello del seno ) 
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ipcosxp. 5jcos.x$.X-ir2psen.xp.'2 l seTL.xp. X — 2qcos.x(ZX 
2sen.a?|3.X h- 2 j se/z . a# . 2cos • a# . X =r (2pcos.ap -h 
a^r se* . a$ ) 2 cos . *(3 . X -tr( op se» ; o# — aj cos . a#.) 2 sen X 
a?/3" . X . 
Dunque nel caso di due radici immaginarie queir integrale 



v - ^ — 



completo sarà ( restituendo ( a * -j- & * ) * ) : 



€'(#* •+*'•)* w».*0-M *•*-*•*'*)* {*pte»>*P— 2fcft.xfi)Z - 



C ( «'» -+ *'» )~ cm . */3 -*• ( a" -+ b' % )~( 2TW. *0 •+ 2f ten .x0)t «"•**•* 

{a % -+ fr 1 )~ 

****** 

che non contiene più quantità: immaginarie , ma solo quantità tra- 
scendenti . 

§ 80. Le costanti che entrano nelle integrazioni possono ès- 
sere variabili , come osservò il primo il Sig t Euler , purché esse 
non mutino allorché la variabile x cresce della sua differenza i . 
Per trovar questa forma > supponghiamo che p (x) rappresenti una 
quantità che non cangia valore quando x diviene x -+• i : sarà 
dunque <p ( x\ = p ( x H-' i ) > ovvero <p ( a? H- * ) — P ( * ) = o; 
e questa equazione ci darà la forma di p ( x ) i . Integrando tale e- 

quazione per le cose dette al $ 46, si ha< p (#) = a*2-^=«*G > 

essendo G una costante arbitraria . 

Ora per determinare a abbiamo Y equazione a — 1 = 0; e 
perciò *= 1 . Ma il Sig, Euler dimostra nell'Introduzione all'Ana- 
lisi sublime che log. % = =± <zmpy/ — r > indicando per 2p la cir- 
conferenza del circolo r e per 772 un numera intero qualunque; dun- 

que 1 = e , e quindi avremo a = e j . dunque 

p (a?) = Ce y e questa sarà la forma variabile che pos- 

sono prendere Io costanti degl' integrali . Ora la conversione delle 
quantità immaginarie in quantità trascendenti ,' ci dà . ' 
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±ztmpx>/—l , 

e = vos.ampx *= v — .1 . Sen .jimpx; :avretnD -pere» 

<p(x) espresso ancora per G * (&o$ .2aij#c &y — 1 .ssen ^mpx). 
Infatti 2mp rappresentando ..un >certo jiopjero di periferìe , »e ; chia- 
ro che se 2mpx rappresenta un certo. arco l> amp (:x~hii) sarà 
eguale a amp-i-l, vale a dire ad ;uh ; mnltiplo della periferia ,del 
circolo H- l'Arco l : ora >è dimostmtp in trigonometria i$he?cos.:l 
è il medesimo v che cos {il -i-jimp*) ; dunque cos . ampx non ,va- 
rierà quando jx cresce .dell'unita, sii .medesimo ragionamento s vaile 
per sen . <impgc: la quantità adunque C (jcos.impx ±=d\/ — :i X 
sera .$.mpx ) r non <varjerà .variando jc , poiché le due pa^ti ;di <cui 
è copapos^a > conservano sempre il medesimo valore. Ora essendo 
C una quantità arbitraria, e le due parti della funzione conservan- 
dosi sempre costanti indipendentemente una dall'altra, potremo 
fare; Cv' — i > eguale ad una costante indeterminata .B; avremo co- 
sì per la forma .ricercata A cos . 2mpx =* B sen $mpx . Ancora più 
generalmepte .potremo ; rappi;esentai:é le .costanti .arbitrarie che en- 
trano negT [integrali., per funzioni qualunque y della quantità 
A cos . <impx =t B sen . ojnpx , cioè per ¥ ( A <?os ^mpx =± jK^en X 
ara/wc ) 9 ed anche : per <p (cos 2mpx , sen 2mpx ),, funzione qualun- 
que di coszmpx e.senampx. Ritorneremo sopra queste tconside- 
razioni al - §. -i 31 . 

§. .8.1. Jba Teoria vdeU'iiitegrazione delle equazioni a . differen- 
ze finite è i talmente scollegata .con Ja Teoria. delle serie ricorrenti* 
che crediamo di far .cosa grata ai nostri Reggitori .col ;tKittenersi .al- 
cun poco scgh? queste <serje jnedesune . 

Siano di una serie 

gì* indici o , .1 , & .1 3 , . .« 4 tf rf»'l *e. 

i termini y > y. • y + y ,.....> m y » y ■ . *c. 

Se fra un numero qualunque di termini di questa Serie aregna 
un 1 equazione qualunque, di modo che un termine sia ^conosciuto 
per mezzo degli altri «che lo precedono., tal sene forma la .classe 
delle serie recurrenti-: noi .parleremo , di quelle nelle <juàli r«equa^ 
zione che lega i termini ddla serie è liaeaiB .< ... 

Era i problemi che possono proporsi -sopra 3e serie , i princi- 
ali sono due , cioè la ricerca del termine generale , e qneflla del- 
a somma : vedremo come la loro soluzione dipenda dall' integra- 
zione d' un* equazione a differenze finite. 



1 
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Troviamo adunque il termine generale di una serie nella qua- 
le ciascnu termine ^ come y aumentato di una quantità X firn- 

zione di x> è eguale alla somma di tutti i termini antecedenti > 
y _ > y _ ec. y^ moltiplicati ciascuno per le quantità 

a 9 ò > jC p . Ponendo in equazione questa proprietà # 

avremo 

Xh-ii ^ — ay -h by h- • H- PV eh© è 

Sx + n * x *x-±t rj x-±h — \ 

evidentemente un',equazione lineare dell' ordine n a differenze fi- 
nite . I coefficienti a , b , e ec , possono «ssere o costanti o va- 



Se sono costanti , unico caso per la soluzione completa quan- 
do »> a, il valore .di y è (58) 

A 

essendo a,*',*" ec. le a radici dell 1 equazione 

a -K©aH~ C* -f ' • H*jp* — * s=o. 

Tale pertanto sarà 1* espressione del termine generale y del- 

la serie . Tutto adunque si riduce a semplici integrazioni . 
$el caso di X = o , si ha { 59 ) 

^ = tu* h- tj^ — j- ^ « -+» H- Li a ; 

JX 

le quantità C,C'.,C" C ' sono le n costanti ar- 
bitrarie che rendono Y integrale completo . 

!»' espressione adunque del termine generale conterrà un nu- 
mero n di costanti arbitrarie , le quali si determineranno per mez- 
zo degli n primi termini della serie che devono essere dati , poiché 
solo dopo nn tal numero di termini comincia ad avere luogo la 
legge ed in conseguenza a sussistere Y equazione . 

Per trovare poi la somma , è evidente che basterà prendere 
T integrale o somma finita del termine generale , ed aggiungervi 
( 22 ) il termine generale medesimo , essendo sempre 

y ^yi^y 2 ^y 3 •+ • H- J^J^H-Sj^. Se ne pos- 

Tom. L X 
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sono vedere degli esempi ai §§. ( 47, 48, 63). 

§. 82. Quantunque dipendendo la ricerca del termine generali 
dall' integrazione d' una equazione a differenze finire , la rie crea 
della somma , la quale suppone conoscinto il termine generale, ne 
dipenda auche in conseguenza , pure è facile mostrare che si può 
iar dipendere questa somma anoora direttamente dall' integrazione 
d'una, equazione a differenze finite . 

Sia infatti ay *+by -+•...... H*PV- H-v = X 

T equazione- che ci dà il termine generale e siano i suoi coefficiei> 
ti costanti . 

Si prendano le somme dei due membri di questa equazione:, 
ed avremo r 

chiamando z li* somma dei termini fino ad y inclusive », 

X * X — I 

avremo 

2y = z H-C, essendo C la costante che porta il segno somma- 

X X 

torio. Ora sostituendo nell'equazione questi valori, essa si' trasfor- 



merà m 



a(z h-G)h-ò(* H-GWcfa «+G)hì 



# H- I ' x * H- 3 



Questa equazione dalla quale si deve ricavare if valore dì z 

è una equazione a differenze finite dell'ordine n , egualmente che 
era quella del termine generale , ed ha ancora i medesimi coeffi- 
cienti . S' avrà adunque per z ~f C questo valore - 



z 



C = =±-2^2^ 2^ ^2 ** 



x -a a- a»* * % (0—3)* in — i f* 

' m , u ec. sono le medesime che al §. 81.; l' unica diversità nella 
forma dei due valori di y e di z H-Gè nelT ultimo segno som- 

matorio : nella somma in vece di X si trova 2X . 

Se snpponghiamo che X sia nullo , V equazione dalla quale si 
ricavava il termine generale , è 



/ 



• % fl • • « + 
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e quella dalla quale si determina la somma , , è 

(B) . • • • a(^C)n.J(« fi+l H.C)H.c(* f + | H.C)H. 

La sola inspezione di queste due equazioni serve per farci 
oomprendere che l'equazione (A) si converte neir equazione (B) 
ponendovi z H- C in luogo di y > e che sono tutte e due del me- 
desimo ordine con i medesimi coefficienti ; se dunque (§61.) si 
trova per y 

H~ H- ^ * * avremo 



*c = 


cv 


-*. CV* 


H- 




subito 


K 






» 






z = 

* 


C h- C V 

1 


H- 


cr 


* /* 
A 


H- 



n t<0 («~I) J 



Conviene avvertire che le costanti , le quali entrano nel ter- 
mine generale , sono ben diverse da quelle che hanno luogo nella 
somma . Le prime sono date <ìalla cognizione degl* n primi termi- 
ni della serie ^ i quali somministrano n equazioni ( §. 81. ) fra 
le medesime costanti , e le seconde dalle #H-i prime somme del- 
la serie , per mezzo delle quali se ne ottengono w-M equazioni . 

Siccome poi le prime n h- i somme si ricavano dalle somme 
dei primi n termini della serie , così sarà facilissimo vedere come , 
sommando le prime equazioni e paragonandole' con le seconde , le 
costanti contenute nella somma possono determinarsi per mezzo di 
quelle del termine generale . 

Osserviamo che se Y equazione in * contiene alcune radici , 

(»- 1 ) (0—2) .. , -. N . 

come a —& =<p = i,il valore di y conterra 1 termini 



( % 62. ) A ( 1 )* -+. A'( 1 )"x h- ec. , ovvero A -4- Kx h- ec. ; in 
tal caso la somma deve contenere per questi , i termini Ax h- 
AV -f ec. Così infatti porterebbe Y integrazione del termine 
generale . 

Avremmo potuto ricavare a dirittura Y espressione di z dair 

osservazione che Y integrazione del termine generale , allorché que- 
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sto non contiene che quantità esponenziali % non . porta, variazione 
eh© nelle costanti. 

§. 83. Abbiamo veduto al §. antecedente: che V equazione* la, 
quale determina z è 

(B)...*a(z -+G)-frb(z h-C)h-c(s -fc*C)-H . 

Se si facesse G = o r questa diverrebbe* 

* *-fri #-+2 * #-h» — 1 *•«+•»' 

e la risoluzione 1 di una tale equazione ci darebbe, un valore 
particolare di z > ovvero un integrale particolare dell' equazio- 
ne (B)/ 

Ora essendo* T equazione (B) la medesima: che quella la qua- 
le determina y > ne risulta: questo* Teorema: 

» L' integrale completo dell'equazione a differenze finite , 
» il quale determina il termine generale è un integrale parti- 
„ colare dell' equazione a differenze finite che determina la somma + 

Se i coefficienti dell* equazione dalla quale dipende il ter- 
mine generale * fossero variabili ,. il metodo adoprato per far da 
quella dipendere la somma r bob servirebbe: . la questo caso sic- 
come "è sempre 

y = * — z % v =z — z . „ ec. r ir = 



• ♦• • • 



z — Z t 



sostituendo perciò, questi valori neir equazione che dà il termine 
generale, avremo l'equazione fra z <>z ec;% z a: diffè- 

rénze finite a coefficienti variabili, che determina la somma r là 
quale è dell' ordine 72H*i. 

Così allorquando i coefficienti sono variabili r l'equazione 
lineare che determina la somma, è dì un ordine superiore di una 
unità a quello che determina il termine generale • 

Ciò che abbiamo detto fin qui serve per mostrare il rapporto 
fra la nomina ed il termine generale di una serie . Da un altro 



/ 
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Geometra (a), era stato osservato tal rapporto,, con la diversità 
però che ancora nel caso dei coefficienti costanti che era quello so- 
lo considerato y la somma si faceva dipendente da un'equazione li- 
neare di un ordine superiore di un' unità a quella del termine 
generale . 

§. 84. Lo equazioni non Kneari a differenze* finite' di rado si 
sanno integrare , ed a questo riguardo il calcolo delle differenze 
finite è molto imperfetto. 

Questa equazione 

ay = by" .y" .y . ec; r nella quale jn\n y n eo. sono 

J x • / *-+i 'X-+2 ^*-f3 ^ 7 ^ 

dogli esponenti qualunque y s r integra facilmente ttiduoendoja ad 
una equazione lineare r per mezzo dei logaritmi : infatti con un ta- 
le artifizio ottenghiamo V equazione 



la-±mly = lb-+rily -i-rily H-te"^ H- ec- > la quale 

si riduce a 

X=mz —nz — riz — ri'z m — ec. fecondo 

ly — z *f ed Jb — la = X • 

" x x w / 

Per es. cerchiamo T integrale dell'* equazione 

y =y .y f e prendendone i logaritmi r avremo 

« 
ly — aly ~\*ly = o che si riduce a 

z — 22; L .H-s . = o V facendo Zy =z ^ 

L.* integrale di qnest' ultima equazione' è 

* 

z tsr/S^j-Soy (59) essendo «,*' le/ radio? dell'equazione i -*- 

X' *• 

su^a'^ro; ora abbiamo a ==: a' = i > dunque « .= 2So=A* 

B r essendo A , B due* costanti arbitrarie . 
JJ integrale pertanto della proposta equazione sai» 



N* 



(a) Il Dott. Paoli „ Atti dell* Accademia di Mantova „« 



s 
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v = e . e » p v vero , mutando la forma delle costanti , y == C . C* ; 

C , C sono due costanti arbitrarie . » Questa espressione per y è il 

termine generale di una progressione geometrica con qualunque pri- 
mo termine , e con qualunque quoziente ; deve essere infatti così > 
poiché l'equazione 

y z=y y esprime nna proprietà delle progressioni geome- 
triche indipendente da quei due elementi . 
Per avere P integrale dell' equazione , 

y .=<2y .y \-i~ty \y nella quale ff,6 sono quantità 

Y 

costanti, si faccia 

y = A«*, ed avremo p$r determinare * quest' equazione 1 == a 

H- &* : sarà dunque 

y = A (l^L?)*: questo integrale però noa .sarà completo perchè 

contiene una sola costante arbitraria. 

Egualmente per mezzo della stessa supposizione potremo ave- 
re degli integrali almeno particolari per Y equazioni di una satura 
simile alla seguente 

ey . y . y H- ec. = o 

^jr-4-a ^tf-4-3 ^«H-4 

nella quale a 9 i 9 ó ec. son costanti : 

Infatti facendo y — Aff , noi abbiamo per determinare # 

guest* equazione algebrica 

1 -4. a* 3 -f» £** h- c«* -f- e* 9 = o , che ci darà nove valori per * # 

e per conseguenza troveremo nove integrali particolari per quell'e- 
quazione di terzo grado e di quarto ordine, ciascuno dei quali 
conterrà una costante arbitraria . 

Se i coefficienti sono variabili , allora la difficoltà cresce mag- 
giormente , e mancando regole generali , conviene sempre ricorrere 
ad artifizi particolari , onde avere gì* integrali delle equazioni f 
T equazione jter es. 
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j'-M^VV**!- 1 - 6 -^*-!..' Udk ^ Uale %>K S™ &* 

» ▼ • 9 m 

zioni date di a? , può integrarsi ponendo 

y = Ae 9 essendo m una funzione di x da determinarsi ; in 

* X * 

fatti fatta l'opportuna sosti razione e riduzione > avremo per deter- 
minare m quest'equazione 

x * • 1 



e = a -ì- h e » la quale si riduce a 



« « » • 



z = a -4- 5 2 ( facendo e = s ) che è integrabilie com- 

XXX XHrl v / X J .° 

pletamente^ 

L* equazione proposta si poteva subito ridurre a quesft* ultima 
anctra in altra guisa. Si divida la medesima per y y T >«d avremo 



-*"* 1 a -t-£ ..-^A la. quale diviene ,/V f . 



y 

z = a -t- £ z ^ facendo ^=^ = z. 

x xx x-¥l > jr j* • * • • - 

Per farne un esempio cerchiamo il tenrmine generale di una 
serie , nella quale presi tre termini consecutivi y > v y y * 

il prodotto del primo nel terza, meno il prodotta del primo 1 nel 
secondo r sia eguale al quadrato; del fecondo. " : n • 
Questa condizione ci conduce all' equazione 

- . 1 

y 
z — z> = 1 , facendo *"*' = z - >< 

L'integrale completo di questa ultima equazione- è. 
z =ÀH-*i dunque y sarà dato dajU* equazione 

X #.'"•. 

jf =(Ah-*)^ » il cui integrale (§. 45. ) completo e 
^=(A-f.o)(A^i)(A-h2)(AH.3).-(AH-(*-i))À': 
questa espressione sarà 1* integrale completo della proposta * poi- 
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che contiene due costanti arbitrarie A , A' . 

Per determinare queste costanti, supponghdamo che i due pri- 
mi termini della serie siano 1 , 2 » sia cioè 1 il termine corrispon- 
dente all' indice 1 » e a il termine corrispondente all' indice a > 
ed avremo 

^=i( A-fo)A'.= i,^.= ( Ah« o) (A*f 1 )A'=», onde 

AA' = i f A ( A-*- 1 ) A'= 2, e quindi A= J > A' = 1 , sarà dun- 
que il ricercato termine generale . 

y =1.3.3.4.5 x , e la serie sarà 

Indici 1 a 3 4 5 6 ...... 3? 

Termini 1 a 6 34 120 720 ec. 

nella quale può verificarsi la stabilita proprietà . 

j5i potrà .ancora molte volte abbassare il grado .di una equa- 
zione alle differenze per mezzo della risoluzione algebraica delle 
equazioni: sia per es. l'equazione 

y — %y 9 y <+ y — a : se in essa pooghiamo 
y -*- Ùy invece di y , avremo , 



t 



X * X ~X-¥l 

X X 



AV —a . Quest'ultima equazione si decompone in queste duo 



A_y = -f* Va » A^ = *— V tt > avremo in conseguenza due in- 
tegrali completi per l' equazione proposta > cioè 

j^ = -*- SVd^ -*- A 

y = — Svte -+• A' • Facendp a = ad una costante a» , sarà 

»=(W^A,»»:-(W-f.A', 

Oltre questi due integrali possono averti ancora altre espres- 
sioni le quali soddisfacciano. alla proposta; infatti 

fry =o*=a% 1 = o s (-— 1 ) a# i dunque 
A> =fc«( — 1) # , e perciò 
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y = -+• a2 ( — 1 )" H- B , y = — a2 ( — i )" H- F essen- 

do B , B due costanti arbitrarie ; eseguendo ora le integrazio- 
ni, avremo 



Siccome 1* unità è sempre eguale a ( — i )** , indicando per 
qz un numero pari* e per z una qualunque funzione di x intiera , 
avremo per ^ queste due espressioni più generali 



^ = /2(— i)*H-B, ^= — <z2(— O'h-F, le quali 

contengono ancora i due primi integrali ; questi infatti tsi hanno 
facendo z eguale ad un numero intiero costante . Non ci estendia- 
mo di più sopra tali ricerche * rapporto a cui sono stati fatti ben 
pochi progressi dai Geometri - * 

§. 86. Una equazione alle differenze $ (xyyt&y) = o f il 
di cui integrale sia F(a? > a,^) = o è, come si sa, il risulta© 
dell' eliminazione della costante a 9 che si fa per mezzo delle due 
equazioni F(x>a,y) = o, F (x~hi *a,^H-AjO = o: ora sup- 
ponendo a variabile , ma tale che i termini da essa introdotti io 
questa ipotesi si annullino da se medesimi , è manifesto che il ri- 
sultato della di lei eliminazione sarà lo stesso > come se essa fosse 
stata costante. 

Ogni valore adunque di a > il quale goda di una tal proprie- 
tà » sostituito nelT integrale F(x,a,^) = o, ci darà una nuova 
relazione di variabili che soddisfarà ali equazione alle differenze: 
questa relazione di variabili non sarà un integrale particolare per- 
chè non nasce da qualche valore particolare costante , che diasi 
ad a; si suole perciò chiamare soluzione particolare,. 

Dato adunque l'integrale F(ff,aor) = o, ecco come po- 
tremo trovare le soluzioni particolari dell' equazione <p ( x , y , Ay ) 
— o. Snpponghiamo che a sia una funzione di a?, ed avremo F(a?-f 
i > GH-Àa,.yH-Ay) = o, «Ha quale sediamola forma F ( x -M » 
à ,y h- A.y ) H- Ao . P = o , sarà Aa • P la totalità dei termini por- 
tati dalla variazione di a . 

Facendo ora &a . P = o , quest' ultima equazione si riduce a 
questa F(^H*i>CjjyH-A.y) = o, ed abbiamo per determinare a 

Tom. L 
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queste due equazioni Aa = o , P = o ; delle quali la prima ci dà 
per a una costante arbitraria , e la seconda ci potrà dare ( qualo- 
ra P contenga a ) uno o più valori di a in funzione di x : s' avran- 
no in questa guisa le ricercate soluzioni particolari . Rendiamo il 
tutto più chiaro con qualche esempio» 
Per es. Y equazione alle differenze 

ha per integrale completo y — ax — a % . 

Per averne le soluzioni particolari supponghiamo a variabile > 
e sarà «allora 



y-i- &y = (<zh- ka)(x-f I ) — (A<*) a = « ( *-*• ») — -«*•+ 

Aa{(ff-M*) — a« — Aa}: 
i termini portati dalla variazione di a sono 

A<*. {(a?H*i) — 2a — Aa} j quindi avremo per determinare a 

quest' equazione 

Aa h- aa = a? H- i ; e siccome a è una funzione di x { perciò in- 
dicandola per a > sarà 



a -+0 =a?H- i > il cui integrale (59) è 

JP — |- I X 

a - = -^2 ( ^===»2(-ir(*H.i)==^(2(--0- 

(*H-"l)-i-G), 

il segno superiore vale per or pari , e Y inferiore per x impari : C 
rappresenta una costante arbitraria . 
La soluzione particolare è dunque 

j = =H*(2(~ ir(*H-i)H-C) — (2(— i)'(*H-i)-*C) m , 

la quale sarà diversa secondo il diverso valore che" si darà all' ar- 
bitraria C . 

Eseguendo ora Y integrazione , si trova (15) 

a = ^= { G — (gg-nH-,0* y . e perciò sostituendo , 



Jf 



*{ c 
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(»*-n)(-i)»l fn (iw-nX-tV 



itff 



>_{C 



}'• 



Non sarà inutile osservare che il tramerò delle soluzioni pai> 
ticolari sarà infinito , perchè infiniti sono i valori che possono 
assegnarsi alla costante G, 



pòi 
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C A P- IV. 

Integrazione delle Equazioni a differenze finite 
e parziali delle funzioni a più variabili . 

§. 86. Il Appresentando per z una qualunque funzione 

-H- delle due variabili x >y abbiamo detto al §. ( 39 ) 
che si chiama equazione a differenze parziali una equazione 

ec. ec. , z : Y ordine poi di questa equazione ci è dato 

dalla maggior somma dei coefficienti che hanno gli aumenti u et 
in un medesimo termine; così se è z A il termine nel 

quale 00 e hanno la maggior somma m h- ti dei coefficienti > sarà 



esimo 



dell'ordine (72-4-02) una tale equazione. 

Noi supporremo w = fl = 1 , e di più supporremo che neir e- 
quazioni non si trovino ne le potenze al di là della prima, né i 
prodotti delle funzioni incognite z > z ^ g , z _^ m „^ w ec. 

Qnest' ultima condizióne dà aH f equazioni il nome d* Equazioni 
Lineari . Di queste soltanto noi parleremo perchè sono le sole per 
le quali si hanno dei metodi d'integrazione. 

Integrare una equazione a differenze parziali V«=o vuol di- 
re trovare un 9 equazione U = o fra x , y , z ed un certo 

* 9 y 

numero di funzioni arbitrarie, dalla quale per mezzo dell'e- 
liminazione di quelle funzioni , o per mezzo di qualunque 
altra combinazione ( 39 ) possa ottenersi V equazione V — o: 
in generale T equazione U = o che si chiama T integrale della 
proposta, deve sussistere nello stesso tempo ohe la proposta me- 
desima . 
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E siccome per mezzo della risoluzione delle equazioni possia- 
mo sempre dall' equazione TJ =. q ricavare il valore di z dato 

per oc>y e per quel numera di funzioni arbitrarie > il quale sod- 
disfaccia a V = oi. così per integrare- un'equazione intenderemo 
anche trovare: una tale espressione jper z % % contenente le 

variabili x * y ed un certo numero, di funzioni arbitrarie , 
la quale % avendo luogo nello, stesso tempo, che V equazione 
da integrarsi > la renda per conseguenza identica ;, e questa e*- 
«pressione di z chiamasi 1* integrale di quella, equazione .. 

A^giungesi ordinariamente il. nome di, completo air integrale 
d* un'equazione a differenze parziali y quando il numero delle fun- 
zioni arbitrarie che egli contiene > b- eguale all' ordine della equa- 
zione\medesima .. . 

La forma generale dell'equazioni lineari, dell* ordine n è 
la seguente: 

Az -f-Bz -4-Gs -+>•••••• -H-Ns ^ „ 

-*.B's h- C* h- H-N' :*. , _ 






• . 



nella quale À , B > G ea Z , possono* essere funzioni delle variabi* 
li .oc,y. 

Per integrare completamente una. tala equazione* bisogna a- 
dunque, secondo c£à che èr detto sopra * trovare.- per z una tale 

espressione che contenga un numero /& di funzioni arbitrarie e che 
sostituita nella suddetta equazione > vi soddisfaccia, o la renda i- 
dentica*. 

Per procedere con metodo in una sì difficile ricerca* noi co- 
mincieremo dalle più semplici equazioni del primo ordine . 

Abbiasi adunque da integrare Y equazione a differenze finite 
e parziali del primo ordine 



IÓ4 MATEMATICA SUBLIME 

Az -4-Bs , -+•£'£ ..., = 

nella quale A > B , B' siano quantità costanti ed il secondo membro 
è nullo . Noi cercheremo adunque per z nna tale espressione in 

x eày che contenga una fu tiz ione arbitraria , e che sostituita nel- 
la proposta la renda identica. , % 

Per .questo pongasi z ==C* p , essendo a e due costanti 

* y y 

da determinarsi (a), e G parimente costante . indeterminata . Fat- 
ta questa posizione, avremo 

X ' I I V X 9 

z ■ 7=Ca a 3=G«.« p 

e sostituendo questi valori di z > £ ,^ « nella prò* 

^ x 9 y #-*i % y J x,y*+l* * 

posta 9 dopo averla divisa per il fattore comune G* $ , troveremo 
A h- B* -h B'p = o . 



Per mezzo di questa equazione , delle due indeterminate * > p 
si può determinare una per Y altra . Determinando /3 , abbiamo 

p = — £ — 1 *, ovvero ( facendo .- ^ = a, — |, =2>), p = a 
H- &a > dunque 

z ==C/fl , ==(V'(ff-hfo?> ovvero 

x 9 y - *■ ' 

* =Caa -hyGa .0* tH.?- — L M* .0 a -$--•••• 

In questa espressione C ed * rimangono indeterminate € per- 
ciò possono essere qualunque. 

Se dunque indichiamo per C,CT >(]%(]''' ec. un numero infi- 
nito ili costanti indeterminate , e parimente per » , * , *" ec. un al- 



(a) Si dare al Celebre U- Grange il Metodo d'Integrazione che qui 
spieghiamo; Atti di Berlino 1775. 
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tro numero infinito di costanti qualunque , avremo un numero in- 
finito <T espressioni per z ciascuna delle quali soddisfacendo al- 

la proposta , ne sarà V integrale , avremo cioà 

z =(jflr« —hj^Lia •uà H^*-^ *-■<* -6.* H- 

ea ec. * ■ • ec; fcc. 

Ora essendo lineare V equazione da integrarsi , soddisfarà la 
somma di tutte quelle espressioni , ed avremo perciò ancora 

z s=s a* (C**-fc* Cui'* Hr CTV*h? ec. \^-yd ò(CcT «j. 

2 . , v 



a -+>t^ « -+■ ec. ) Hr • • • • • » • * * H-» ( *-<* H* 



1 

quest* espressione conterrà un numero infinito di costanti arbitrarie 
e soddisfarà alla proposta equazione. 

Considerando adesso la quantità C«* h- C V -f C V* -e ec. , 
è facile vedere che sviluppando in serie le quantità esponenziali 



/a» //Jf 

a , « , a ec. , trovasi 



CV-|.CV*-t-CV".H- ec. = (CH-C'H ; -C"H-ec. ) h- *(CZ» •+. 
C7* -*- C7«" -*- ec. ) h-- (CC&^H-C'ci-y-i-CX/*? 



ec ) ~** t4 ( C (M 5 H-CT (/» ) j h-C;(Z^) 3 h- ec. ) .+ èc. 
Ora si sa per la Teorìa detto sviluppo dello : funzioni in serie 
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che se per <p(x) si rappresenta una qualunque funzione di x , può 
questa svilupparsi secondo le potenze di a?, e si ha 

tp ( x) = p -\rxq> H- — p "— h — - $>'" H- ec. 

essendo <p , <p' ■> tp" -, <p'" quantità costanti: dunque facendo 
CH-C'H-C"H-ec. = ^ 
C/a h- Ck' -H- C7«" H- ec. = <p' 
C(k) 2 H- C'(Za') 1 -t- C"^*") 1 -f- ec. = 4 
C(Z*)» -*- C(Z*') J -j- C"(Z*") J h- ec. = p* 
ec* <cc. tee. 

avremo un numero infinito *T equazioni fra un numero infinito di 
quantità C , G ec. > « » «' *ec. ,da determinaci > e perciò potranno 
tali quantità C , G <ec (determinarsi in maniera jche siano soddisfat- 
te tutte quelle equazioni: sarà, allora 



'*- 



#>/ 



* -+C* H-li* h- ec. = ©H-.^P H- — ^ H- — P M- ec. 
V(x). 

Dunque V espressione C**h- CV'h-CV'* h- ec. composta di 
un numero infinito di termini, nella quale C , C' ,C"ec.^ * , *' , «' ' ec. 
sono quantità arbitrarie , può rappresentare ama funzione qualun- 
que arbitraria <p ,(#) di x . 

Sostituendo pertanto nella ritrovata espressione per z in- 
vece di t>* ^-h Ga * h- «e- la funzione arbitraria ^ ( a: ) > ed in 



conseguenza p(*-h i ) per C* ~f-CV .-+■ ec--» p( a?-*-a) 



,« + » s , x ^ » -l-J» 



per C« h« C* h- ec.> e «così $ (x-^y ) per C* 
CV h- ec. > avremo per z 

la quale espressione soddisfacendo alla proposta e contenendo una 
funzione arbitraria , ne sarà perciò 1* integrale completo . 
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Ili generale quando avremo tina serie , come per es. 
PC» VhPu -+FU H*ec> o semplicemente 



P#* -t- P « -4- P"« -h ec. , nella quale C ed * sono ar- 

bitrarie * che soddisfaccia ad una equazione a differenze finite e 
parziali lineare ? Y integrale di quella equazione , per ciò che ha rap- 
porto a questa serie > sarà 

Vp (a?) H* P'p(# •+ *») H* P'VC* H- !«-+») «4* ec. 

Per determinare poi la funzione arbitraria che entra neir in- 
tegrale sopra trovato > io osservo che j>= o dà z = p ( x) . Dun- 
que la funzione arbitraria si determina per mezzo del valore di 
z quando y = o : Perciò questo valore deve essere dato per le 

condizioni del problema • Potremo ^adunque porre sotto questa for- 
ma il nostro integrale 

< 

z. =a.z ^-f yet bz -j^*JLLZ±Ì<£ ~ .B l z , -f..4.<« 

x,y *,ò <* * .4.1,0 2 *-H8,a 

Se invece di determinare per « avessimo determinato * pe* 
, avremmo avuto « = b~~ (0 — a); quindi 

iÌ£=^Catf + '"■*-- . ±=CaV), 



2 



e per ciò che è detto qui sopra., 

y — a)— . , . =±too}, 

indicando per ¥(y) una funzione arbitraria della quantità che è 
fra le parentesi. / 

La detta funzione ¥ ( y ) si determina per mezzo del valore 

Tom. I Ti 



/ 
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di z quando x = o , ed abbiamo Y (y ) = z e perciò 
« =?5~*{z — jcas -f. fLL*^HJo*a 



• • • » 



Questa ultima espressione per quanto di una forma diversa 
dall' altra» rappresenta anche l'integrale completa della proposta, 
poiché contiene una funzione arbitraria ^(y): l'integrale che con- 
tiene la funzione p(x) b composto di un numero y-i-,i termini, 
e quello che contiene la funzione * ( y ) ne ha un numero x -+• i • 

§. 87. Mostriamo lino di qui V uso dell 9 integrazione delle e- 
quazioni a differenze finite e parziali nella Teoria delle serie . 

Se in una funzione z di due variabili x >y snpponghiamo 

una di esse variabili per esempio ^ = 0, e facciamo & = o,i, 
2 , * ec. , avremo questa serie di quantità z * z « z ec. Pa- 

xi mente se* supponendo y = 1 9 si fa x = o y 1 ,2,3 ec, trovere- 
mo un' altra serie di queste quantità z , z 7 z ec. e così 

di seguito: ora tutte queste diverse serie possono disporsi nella 
tavola seguente , nella quale gì' indici verticali, o la colonna ver- 
ticale dei numeri naturali indica il valore della y nella serie che 
gli coni sponde , e gì' indici orizzontali indicano il valore della 
m nei termini che sono sotto di essi 1 
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Indici 
orizzontali 
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3 oc > x — {* 1 ec. 



o,o 7 *,o 7 2,0 3,0' 



z % z * ec. 

X,0 #-+I f O 



Indici 
verticali 



o,i' 1,1 2,1 3> l *,r *h-i,i 

0,2* 1,2' 2,2' «, 2* x,* 1 *-4-i f a' 






2 » 



1,9 *»* 3>J 



. . . Z )Z 



ec. 



*©>*-»■ »' 



ec. 



»» • • % 



E' dunque manifesto che ciascun termine di questa Tavola 
per esempio z è una funzione dei suoi indici 3 > a come z è 

3 > 2 4P » f 

una simil funzione degl' indici x e y .Se pertanto fosse conosciuto 
il valore di z > è chiaro che potrebbero aversi tutti i termini 

di quella Tavola , facendovi x e y eguali agi' indici che appar- 
tengono ai termini ricercati . 

Quando però non conoscendosi il valore di z % è conosciu- 

ta la legge , con la quale i termini di quella Tavola sono forma- 
ti 9 o che lega quei termini stessi fra loro > e si ricerca il valore 
di ;& ( che chiamasi il termine generale di quella Tavola ) , con- 

x ,y 

viene allora ricorrere «1 calcolo integrale delle differenze finite 

e parziali 

Se la legge con la quale sono formati i termini è tale che uno 

qualunque z dipenda da alcuni degli altri termini che lo prece* 

* >y 

dono o che lo seguono , tanto nelle file orizzontali che verticali , 

la Tavola rappresenta allora la formula generale di quelle serie 

che si chiamano Recurro - Recurrenti . 
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E* dunque evidente che. esprimendo questa dipendenza per Ti- 
na equazione fra il termine «^ e gli -altri , tate equazione sarà a 

differenze finite e parziali ; e dall' integrazione di questa dipenderà 
la ricerca del termine generale z^ , Quando questa equazione è 

lineare , essa è compresa nella classe di quelle che trattiamo . Po- 
nendo adesso mente a quel che abbiamo detto al §. antecedente ve- 
dremo la determinazione delle funzioni arbitrarie dipendere dai va- 
lori particolari di Z m m quando una variabile ha dei valori fissi e 



*>x 



determinati , cioè dai valori di alcune file di termini della serie Re- 
curro -- Recurrente , le quali perciò dovranno essere date : tatto 
si comprenderà anche meglio per mezzo d' alcuni esempi , 

Prendiamo per esempio lg . seguente serie Recurro - Recur- 
rente , 



2 



x 



o 
l 

3 

4 



o 

i 

a 



2 

8 



O •*«••• « 



201? 



ia 30 

54 108 
a 16 378 



48 
16*2 
S4o 



20 

66 
2,16 



26 . 
84 . 



A 



nella quale un termine qualunque z è eguale al doppio del suo 

termine superiore z > più il termine z , che segue 

quésto superiore medesimo. 

Ponendo una tal condizione in equazione » avremo 

£ = as •+ 2 equazione lineare a differenze finite 

e parziali, dall' integrazione della quale dipende il valore del ter- 
mine generale z^ ^ Se in questa equazione si fa crescere la y di 



/ 



*>> 



.. * 
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una unità > e si pongono tutti! termini in un sol membro* -troveremo 

2z H- z . — z = o . Questa equazione che. è del 

primo ordine, paragonata con quella del §. antecedente, ci dà 
a = 2 , 5 = i r onde avremo per z queste due espressioni 

z x z^v(x^y)~x.ìV(x^y~i)^ x Mz±la**(x-{. 

' *)- **'*(y)i 

e siccome <f> (a?) rappresenta z , tf Y ( y ) , s , cosi avremo? 

z =a a 4ii.a .z . . H-* 12 ^ — -a >z -*-.... 



Z =Z ^ — X.2Z •f.iifZllr'.a.V " , — 

*>9 o,«+j» o,*£+j— i. a. o,*.-4-jt— a. 

Servendosi adunque della prima formala, èr necessaria che sia* 
no dati i termini della prima fila, orizzontale , e adoprando la se- 
conda , quegli della prima fila verticale : anzi nei termini della 
prima fila orizzontale) essendo in. generale, z = a*;, la prima. 

espressione di z diverrà 

*<* 

z^ =z y .zx H-,ya J, '" I .a(ag-frL)-*- * (3> ~ 1 -a J '~ '.a(*.-ira)rfr 

H-a(a;H-^).. 

Vogliasi per es. il terzo termine' della: terza; fila: orizzontale , 
cioè j&^ : facendo nella, formula trovata, a? = 3, ^ = 3 , si. ha. 



• •■#_, 



z = a J . 6 h- 3 • a*.8 h- 3- a- io h- là = 48 H- 96- -t- 60 H- 
3 f 3 

ia = ai6 v 

e così degli altri . 

§ 88. Passiamo alle equazioni del secondo» ordine . Abbiasi: 
da integrare 1' equazione del secondo ordine 



I^S 
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H- 


# ■+ i , y x •+• a., jr 


A 




"*" 


Fa 




r 



nella quale i coefficienti sono supposti costanti . 

Incominciamo dall' esaminare il caso > nel 4juale essa non ha 
che quattro termini * cioè sia l'equazione 



Facciamo come al §. 86. z = \C*V , o semplicemente 

2 = * £* . Noi tralasciamo la costante > poiché essa comparisce 

sempre come semplice moltiplicatore che è destinato a svanire nelF 
introduzione della funzione . 

Fatte le opportune sostituzioni nella proposta * avremo fra * e 
quest' equazione 

A h- B* h- B'P h- G*/3 = o . 

Per mezzo di una tale equazione determiniamo |3 per *> e 
troveremo 

Se adesso svolgiamo questa espressione in serie ordinata se- 
condo le potenze decrescenti di,*, s* avrà per z una' espressio- 

ne di questa forma 



z 


'»J~ 


-T»*"* 1 * 


•i-r/**- 




T"«* 


■*«>- 


■a 
-*- 


ec. » 




6 


per 


ciò che si 


è detto al § 


86. 


i 










** 


'»** 


= T^(*^ 


NSX )-*•!>( 


a? H 


-jty- 


-I). 


H-T 


X* 


H-«y 



a ) -f- ec. 

Questa espressione anderà all' infinito sempre che la quantità 
( — ~~^} non potrà essere sviluppata in serie finita, o sem- 



B** 
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preche non sarà eguale a- zero alcuna delle funzioni p(a?H- py — 

«). e quelle che a qpesta seguono; la. quantità però ( — 7^1/) • 

si riduce in una serie finita , quando B' ovverà G' sono zero. Ma 
per trovare V integrale in. termini finiti ancora quando B' ovvero 
C non sono nulle > adopreremo il metodo seguente . 

Facciamo nel valore di £ la quantità. B' Ht G« eguale ad u- 

na nuova indeterminata — ia.% ed avremo « = — "v,," . Sostituen- 
do ora questo valore di * in quello di (ò> sarà 

fi = _ | _^( A — 5?) -J- : rf avrà dunque 



i/ . Ora i due &ttori {-£ ( .-*£)}*, {. -HK-^i}'.. 

( — -4 )* ridotti in. serie secondo le potenze di w danno due serie 
di questa formai 

P» H-Fu H^Fw, -+!•.-. . H-P 



H- ? w H- 5 'w H- H- ? ' tt > dalla moltiplicazio- 



ne delle quali verrà anche per z una espressione finita di que* 
sta forma 

V co Hh ....... * H? V «. ; la quale si can- 



gerà (§. 86.) in 

z =Vp(*) -b>V'$(_x — i)h*V>(« — a)-H -H 

>(o)4-V $>(-- «')-*♦ -*** v f (■—>•) 

indicando per p(x) una funzione arbitraria 1 di a?- 
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Vedremo in seguito come può determinarsi questa funzione 
arbitraria . 

Quantunque tale espressione di z contenga una funzione 

arbitraria (a), pure essa non è che un integrale particolare della 
equazione proposta ; poiché per esser completo dovrebbe contenere 
xlue funzioni arbitrarie ( 85 ) . 

1/ espressione che abbiamo data per % è sempre finita ; per 

x 9 y 

trovare poi i valori di V, V, V" «e. è manifesto che basterà mol- 
tiplicare fra loro le due serie che esprimono ì valori di « , /3 : co- 
si facendo nel valore di « , la quautità — ^ = m > B'= n , e in 

quello di /3, le quantità — -p=p y B' — ^ = 5, avremo 



» 



C ' x- ' B 



(mu(iH.-)) =m {w -f-owzw -h— nu H-ec.) 



tiplicazione delle quali serie tiara 

I 

V = m*p y {xn H- ^2 )» . 



V"= TO y {flinii^H. ^.j gH .3^=_L>^) 



-▼/// 



Ti 2 )> 



* •* 



V = 77Z P l — - - i ■ 72 •+ » • • ♦ •••••• 

^ v a.s # 

(a.) Potrebbe dimostrarsi a priori che 1* equazioni dell* forma suddet- 
ta non possono arore celi 9 integralo più di una fwztofie, *rbjtrarifù- f 



I 
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0.3.... (* — a) * a V 
^ ' a. 3. ...(*— 1) * ^ a.3 * 1 ì 

Se 5 = 72, ciò che accade quando A = o, questi valori dei coeffi- 
cienti diverranno più semplici 






» . 

Y'z=m*p y (x-i*y)n, 

V" = r«y . (»;»»(«-*-'> ^ 

* a. 3 

ec. 

Allorché passeremo all' applicazioni di queste Teorie > parle- 
remo della determinazione delle funzioni arbitrarie. 

§. 89. Noi siamo adesso nel caso di-po£er direttamente dimo- 
strare la formula generale per le combinazioni che abbiamo per in- 
duzione data al §. 24. Onesta dimostrazione servirà per un esempio 
dell' integrazione di cui abbiam sopra parlato . 

Sì ricerchi adunque in quante maniere possono combinarsi un 
numero x di quantità prendendone un numero y per volta- Qui «' in- 
tende soltanto parlare delle combinazioni diverse ( 24 ) . 

E x evidente che il ricercato numero di maniere sarà diverio > 
secondo che .diverso sarà il numero delle quantità da combinarsi > 
ed il numero di quelle che devono entrare in una combinazione : 
egli adunque dipenderà da questi due numeri x ed y ; sarà in con- 
seguenza una funzione dei medesimi. 

Rappresentiamo per z funzione di x,y il numero ricercan- 
te di maniere ; sarà z il detto numero di maniere quando le 

quantità da combinarsi sono una di più . Ora questo secondo nu- 
mero di combinazioni sarà eguale al primo 2 aumentato di' tut- 

* > y 

Tom. I. A a 



» . 
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te le combinazioni che con x lettere possono farsi prendendone un 
numero y — 1 per volta, poiché ognuna di queste combinazioni, 
aggiuntavi la nuova quantità > ci dà una combinazione, nuova di f> 
quantità . S' avrà dunque per risolvere; il Problema quest' equazio- 
ne a differenze finite e parziali 



z = z H-s ; 



/ 



e ponendo y-\-\ per y y affine di ridurla alla forma di quella dell' 
antecedente §. > 



Z " Z «-f* Z " 

*h-i,j-h *,y-+i x,y/ 

dall' integrazione adunque di quest' equazione dipenderà la. solu- 
zione del problema. 

Fatto il paragone della nostra equazione con- quella citata ; 
abbiamo A = 1 , B = o* B' =^= ì r ■ C' = — 1 > e quindi fra *,, 
e fi questa equazione ufi = fi H- 1 ■ 

Determinando « per fi- sarà «. = ( r-f*|3. ) * c però 



z = 

x(x-*)(x-j)g-3 ^ 

«a 

Jt(«-l)(lr-a) (*-m) £■- » — * 

. ; — . m — j». ec. ». 

2.3.4 (*»_+i) ^ 

e quindi 1* integrale completa di queir equazione 

a. 3. 4 (»-»-■) K ^ 

•essendo <p(y) nna funzione arbitraria di y .. 

Per determinarla si faccia # = '0; avremo* jzv u = p(,y)-e 



• • 



• V 



perciò 

« =« H-te h- filila 

x,y o,y o 9 y— I a o,j — 2 

*(«-i)(»-a) (*-*) „ _uec. 

a. 3. 4 (w+i) c f y — i* — 1 



...•••*••• 



E siccome 2 ,2 ec. z . ( esprimendo i numeri del- 



• 
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le maniere, nelle quali un numero o di lettere. possono combinarsi 
fra loro, prendendone un numero y per volta v ovvero un numero 
y — i per volta ec. ^ -ovvero una per yolta ) sono quantità nulle , 
così sarà z =.j& = ec. = z .— o.. Qualmente sono 

nulle le quantità z. % z ec , e solo z h eguale all' unità,; 

x o,— «I O, — 2 0,0 -° » * 

5? avrà .dunque , facendo jiella formula superiore m—y — 1 , 

- *(#— ■ T )(*~-2).....(ff —.7-+ 1) 

& _ _ ' 1 

*»> a.3-4 y 

questa formula è la stessa che la ritrovata al §. 124. 
Determinando |3 per a , noi avremmo avuto 



*/ 1 v *~y x ~ y~ l y(y-+ ti *— j — 2 






• • • • 



2.3 * H-ec. .. 

Ed in conseguenza (86) 

*>^ *— 'J»0 ^ *— y— 1,0 2 *— > — 2,0 

a 3 *— y~ 3,0 

t% <% / \ ■ — — ~ -** ■ I* co. 

a -3 (*->) o,o 

a z «» o es P r ' me -il numero delle maniere , nelle cfuali posso- 
no m quantità combinarsi non prendendo alcuna di esse quantità; 
dunque sarà s = 2 — z _- ec . -= « — j e i e 

»,0 *» — I,o 10 — 2,0 o,o 

quantità come z_ ^ saranno tutte nulle ; ^ perciò 
x,y ■ ■ y-f a rr — 

^Cyn-ix^-t-g), u- i) . 

2.3.4 (*— y) 

Questa formula per xjùanto diversa dall' altra è però in so- 
stanza la stessa : Infatti indicandola per S si vede facilmente 
che avremo - " 

■> *. • 2 2.3 

yh-t-2) (y -*•* — y — Q -, __ 

«•3 (*->) ■» ~ 



N 
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{ l -*■$•*■ 



4 



y(y~*-3) (>-»*— y — O ^ 

a. 3 (*->) i 



v 



9-3 i 4 

? (>-»*) (>-»*—> — 1) 

a-3. (*-7) 



j(*i«.4> 



! I 



« • *.*«•• 



> 



• • » 



• • • 



• • 



( y + 1 )( > h- 2) (jfh- 3.)..... ( ,y ■+*—.?— t ) 

2.3. ...(*— J -O 

(j?-*Q(jH-2) y 

2.3,4 (x — y) * 



{» + .-*;} 



« • • • 



/ 



formula che è eguale ( 34 ) identicamente all' altra qui sopra 
trovata . 

Si può ancora ottenere un* altra espressione per rappresentare* 
il suddetto numero , nella quale sia più chiara la determinazione 
delle funzióni arbitrarie: essendo. per la natura dell'equazione = 



( 



**9 



1 ) , avremo 



~* =p**(à — tf 



•*"' *'*-«-(*■ 



iy — Oj> x— y — 1 



a 



l)a /3 

f? - 1 )y i y -n ) ( * — a ) 

a. 3 (*-/) 



«|3 



ec. 



1 ) per * ee. , sarà 



*,y 



Ora ponendo ( 86 ) p ( x — y 
Facendo jr = i , si ha z 



*,i 



p(a;).p, dun<jue sarà 
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p («W-w).p=a # ^ -fI , e perciò 

z =z -^(y — 1)* ^ (j-ijj g _. . 

(J-QffJH-l) (*— 2) „ . 

'■ . a> • J* et». 

2.3.4--.--1*— y) l % 1 

Ma in geuerale significando z il numero delle combinazio- 

ni che si possono fare con nn numero m di quantità , prendendone 
una per volta, abbiain trovato (24) z = 01, dunque 



y 



2.3 \ * y a# 3 (*— j) 

giacché £ , s_ ec. sono tutte egudi^a zero . Potrebbe ridur- 
si quest* ultima espressione alla forma di quelle sopra trovate. 

§. 90. I valori di z quando una delle variabili ovvero 

#» y 

ambedue sono nulle, devono essere dati per la natura del Proble- 
ma , e noi abbiamo , parimente negli esempj superiori? , considera- 
ti come dati dalle condizioni del quesito i valori di z , aliar- 

che , essendo una variabile nulla , V altra diviene negativa . Questi 
ultimi valori per altro avrebbero potuto più rigorosamente ottener- 
si per mezzo di considerazioni puramente analitiche, 1# quali es- 
sendo comuni a qualunque Problema meritano per ciò di non es- 
sere tralasciate . 

Ad oggetto però di spiegarsi con maggior semplicità , noi sup- 
porremo che T equazioni a differenze parziali appartengono alle 
serie Recurro -Recur rentii dì cui è data al §. 87. la forma gene- 
rale ; in questa supposizione che non altera la generalità delle no- 
stre ricerche z ,2; , z saranno i termini della 

prima fila orizzontale , e js , z , z quelli del- 

la prima verncale . 

Riprendiamo ora Y equazione integrata al §. 88. e suppon- 

ghiamo che ancora B' sia nullo : avremo allora B = — A" * 8 * = 



*"V 



• ••.*,«• 



l80 MATEMATICA SUBLIME 

— ^(i-j-^-Lj, è facendo per semplicità di calcolo — ' £ 
p y -£ = q i sarà fi = p ( i h- — ) , ed in conseguenza 

questa espressione secondo ciò che abbiam detto ( 86 ) sarà 
z = p'(z ~l-yq.z ~+ y{y ~ l) q 2 .z -h . 

x$y ■* *,o * .#— I, O ^ - 1 .#-2,0 

-4-<7 £ 1 : 

* *— jr,o' 

ora è evidente che tjuando y è maggiore -di a?, questa formula con- 
tiene dei termini «di questa specie z_ , s_ ec. , i quali se 

non sono conosciuti , si determineranno per mezzo ilei termini 
z , z ^ec. della prima fila verticale in questa guisa . 

Facciasi nella formula, trovata per esprimere il termine ge- 
nerale, x = o > ed y = i , 2 , 3 ec. , avremo 

* 

. z w = p ( z H-ff-2; ) 

o, l * v 0,0 * — i 9 o J 



z 

O, 2 



•* v o,o ■* -1,0 * — 2,0' 



Z z=zzp z (z -4-3<7-£ H-30 2 -£ H-9 S -2 ) 

o,3 ^ V o,e^ * -* f o^«* ~_ 2?0 ~r2 —,3,*' 



ec* *ec» 

d* onde è facile ricavare 



q.z 



-1* — * 

p 0,1 o,o 



\ 



or*. 2; =-l,X — —.2 . H-* % ) 

• —2,0 f* «o,3 p , . o, l o,o 

f » 



ec. eo. 

ed in generale 



I 



\ 
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si vede aduaqoe che essendo conosciuti i termini della prima fila 
verticale della serie Recurro - Recurrente r potranno determinarsi 
per mezzo di essi i termini della prima fila orizzontale d' indice ne- 
gativo* i quali compariscono uell* espressione del termine generale 
della, serie medesima . 



Wella formula z = z H~yz i H* 

*,y *~ y>* *— y— r »° 



z -4- ec. 



2 #.— jr~ 2,0 

i 

trovata al §. antecedente , noi ci siamo fermati al termine ove tro^ 
vasi z poiché abbiamo detto che sono nulle le quantità z 

o 9 o. ( * — iw,o 

Per dimostrare rigorosamente tutto questo , si faccia in quella me- 
desima formula x = o, ed avrema 

z = 2; 

ma qualunque sia y y è sempre z q = o;. dunque 

= 2; -\*yz -+■ -y (jf ~*" l) z -4. ec. equazione che 

— y , o ^ -jf-liO- 3 — jf — 2 , o< ^ 

1 

per essere soddisfatta richiede che sia z ■ • = 2; == ec. 

* — >,o — .y— IiO 

= o , come avevamo supposto ^ 

§. 91. Determiniamo adesso le funzioni" arbitrarie contenute 
neir integrale dell', equazione 



-+yz- ^ZlL±±ìz. H-ee.: 

— y 9 o ' —^ — 1,0 3 — y — 2,0 



Az h- Bs -4- B* h- Cz = o , avuto in 

*>y *H-l,jr ^*^-n ■ *+l,Jf4I 

termini finiti col metodo dèi §. 88., e supponghiamo che questa e- 
quazione appartenga parimente ad una serie Recurro + Recurrente 
rappresentata generalmente dalla Tavola del §87. 

Abbiamo al §". medesimo ritrovate le espressioni di » e p da- 
te- per una indeterminata <o ; e se in esse si pone inveoe delle po- 
tenze di co tante funzioni degli esponenti delle potenze- medesime , 
come ivi è detto * s' avranno allora le due seguenti espressioni per 

et ,/3T , ed in conseguenza (86) per z ., z 



<; 
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* ■^{/(•)^-«»./(»--«)H-^^(i t ./(« 



a)-t--^. "+»*-/(°)/ ■ 

* -^--/{/(0)H-jr.«ifX-i)H-«^Y/(--»)H- 

Supponghiamo successivamente 
« = Oti,2)3 ec. , ed avremo 

z ao = itt 4 {/(a)H.a»./(i)H-^(o)} 

3» o 

ec. 

/ 

dalle quali si ricava 



' v ' 0,0 


• 


J_f(i) = _Ls — z 


• 


»V \*J «»** 3,0 mm 1,0 ©,• 

• 


/ 


^/(3)=^T Z 3,o pV*«,« H "SJ , *l.«" 


— Z 

0,0 


ec. 




±f(*)--ih' z *,* **— v- ,z *-'>^ 


• — : A • > • • 


1 _ s ' fii\ =fc Z 




, »*-»»'-' *-a,o «,<> 




Se adesso 6apponghiamo Successivamente y = Q » 1 ♦ * ♦ 3 > 
4 ec. > s' avrà 

* 


* =/(o) 





/ 

/ 

/ 



1 
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#> 



^ 0>I =p{/(o)Hrg./(— i)} 

=p 1 {f("o)^a?/(-OH-a , ./(--9)} 



€C. 

d* onde si deduce 

f(o) = ^ 



Z 



ec. 



— • àj 



— ec. ±= z ; 

°»0 

si prende il segno H- Quando & ,y sono pari, il — quando so- 
no impari . 

Le funzioni «dunque tanto positive che negative sono deter- 
minate per mezzo dei termini della serie . 

Se per fare una applicazione de) -secondo metodo del §, 88 , 
si risolve per mezzo di esso T equazione 

z =f z H- z proposta al €. 89. > avremo per il pa- 

ragone di. questa equazione -con quella del citato §. , A = 1 , B' =s= 
1 , C =£=.— 7 1 , B = o ; ^ perciò m=i y a = 1 , p = <5, 5 = 00 > 
pg = 1 . Di più 

z — z —z == ec. = 1 , 2; =2; =z = ec. = 0: 

0,0 1,0 2,0 0,1 0,2 0,3 

sostituendo adunque questi valori nelle superiori formule , avremo 
/(°) = I >jfC I ) : =^~i=o,/(2)==i -a-n=ow., 

f( X ) = Oi 

/(— 0=7-9 — i=P, e così/( — a) = o,/(— 3) = o 

ec -.f( — ^) = o: 

7oot. /. Bb 
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si vede adunque che di tutti i terini-ii che porta la formula del §. 88. 
per l'integrale completo in questo oaso> non sarà zero quello sol- 
tanto moltiplicato per/(o); ora il coefficiente dif(o) in quella 

X ( X 1 

formula è V > dunque abbiamo z = V * 

* %y 

Se nel valore di V trovato al §. 88. , si fa « = x , s' avrà 

\7l*) ~* */*(*— O »-» . X{X-1).....2 *— « 

V = 772 "* J " ■ * - 



yrxiX— -1) I « X(X — I) 2 *— ■ 

^ L 2-3.4 * 2.3.*...* — ì - ^* 

»<«-»> V '. ^-'V -fr 

2.3 * — 3 3 ■*, 



• • • 



<cn ' { *- l) <*— »«* /"" -i 9X9-D (, — -O «\ 

2.3 x— 1 * 2.3 * * J 

che si riduce alla seguente 

w 

•,r(*) *9f'* . *— I ,/^—j) *-3 *(,_,) . 



a 

a. 3 * a. 3 * * 



t • 



2.3.4 (* — 1) * a. 3....* * J 



2.3.4 (* — 1 ) 

ovvero 



« * 



< 

- T [x) x x y x *-I • *(r-l) * *""• >(* — ') ^ 



P (7 _£. 4 . . . •— J» - ■ . i * '■ Ili fi ■<*••■•• 



a. 3 J 



a. 3 > ^ * ^ a. 8. .*..(*-!) 

r * 2.3 * 

c facendo in questa formula p = o , 5 =00 , pg= 1 , m = n=z 
1 , avremo 

yt*>__*(*-n (»-y-fr-i). poiché tutti i termini, nei quali ilp 

2.3 9 

ha una maggiore dimensione del q , vanno a zero > essendo anche 
p nullo ; e quegli altri nei quali è maggiore la_ dimensione del q 
vanno a zero , perchè nei loro coefficienti si trova il fattore 
y — y. avremo adunque per z questa espressione 

9 m . ... * 
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=j _ x(x— 1) (x—j-*-i) j a q ua ] e abbiamo anche trovata al 

x,y 3.3 y 

§.89. 

§. 92. Ritorniamo adesso all' equazione di secondo ordine, 

nella quale non manca alcun termine : 

Facendo come sopra z = « p , sostituendo e dividendo per 

x ,y 

il fattore comune »p > otterremo questa equazione fra « e j3 

A -t-B* h- C* 1 h- B'(3-t- G'«p -+. C'p 1 = o , per la quale determi- 
nando /3 in « , s' avrà 



e perciò il valore di z 6arà così espresso 

z =i«y =/{— ^(C'^h-B^ vTCCVh-B-) 1 — 4 CT(C**h- 

Bah-A)])}*. 
Per 2; Avremo adunque due valori uno prendendo ii segno 

H- del radicale, 1* altro prendendo il segno — .Si prenda per ora 
il segno superiore . Se per mezzo d* alcuuo dei metodi immaginati 
dai Geometri per l' evoluzione delle funzioni in serie , si riduce Y e- 
spressione di z in una serie ordinata secondo le potenze decre- 

x 9 y 

scenti di * , avremo una serie infinita di questa forma 



// 



Z =l.a . «fi «a H- 1 .a* -+* ea 

Ora con un ragionamento simile a quello fatto al §. 86- , ve- 
dremo che per a possiamo sostituire qualunque funzione <p ( x h* 
' co ) della quantità a? h* w : avremo adunque per £ la seguente 

serie 

z = T.p(a;H-fO0H-T\p(*H-fty-— fOH-T''.p(a?H-fy> — 

p" ) -*. ec. 

Nella medesima guisa se si prende il segno meno , avremo un' 
altra simil serie per esprimere il valore di z : questa sarà 

x t y 



186 



/ 



*>y 



V.cc 
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vy — v ^ T „ * -4- vy — * 



' 4 %vV 



9f 



V" 



# •+ » 



«4* ea ; e po- 



una funzione arbitraria 



*,,? 



x>')H-V'\¥(* fi- 



nendo per una qualunque potenza * 
Y ( x H- ti) i avremo 

ty — v" ) -+ ea 
che sarà una seconda espressione di s : ora Inequazione preposta 

essendo lineare » soddisfarà ad èssa ancora la somma delle due e- 
spressioni provate , e sarà 



**9 



v 



f* ) H- co. 

vy — v" ) h- ec. 

e questa espressione è chiamata dai Geometri integrale completo 
♦della proposta perchè» essendo essa de] secondo ordine , contiene 
due funzioni arbitrarie <p , T . 

Le quantità T»T',T" ec. V, V» V" ec sono funzioni di a? 
che si trovano facendo Y attuale svolgimento delle funzioni in se- 
rie ;' /* > p' , fi'" ec. v » */ » v" ec sono numeri positivi e crescenti . 1/ e- 

*spre$sione che noi abbiamo trovata per z sarà sempre infinita » 

**y 

se la quantità che è sotto il segno radicale nòne un quadrato per- 
fetto , cioè se non spariscono dal valore ili i radicali di una quan- 
tità complessa in «; che equivale a dire se 1 equazione fra « e 
non è risolubile in due fattori di primo grado ; in quest' ultimo ca- 
so T espressione diviene composta di un numero finito di termini » 
come fra poco vedremo. 

.Contentandosi d* avere gli integrali completi espressi per delle 
serie che vadano air infinito, il metodo adoprato per il secondo or- 
dine serve per V equazioni di qualunque ordine: infatti abbiasi da 

integrare V equazione generale dcir ordine n 
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Az 

X 


-hBz 


-KG? 


>y 


•+.... 




»> 




-+B'z h-G'z _, 

x,j-ì-l Jir-t-I 


• 


^ m f m • • • • 




•Ijr-H 








-4- a. 


^t* **■• ». • 




-2.J-+» 




• 


• 

\ 


• « 


• • 




■ • • 



Se supponghiamo come ai §§ r antecedenti £ = * /3 , e 
quindi se facciamo le debite sostituzioni * avremo, dopo aver divi- 
so per a*lji , fra * e /3 questa equazione algebraica del grado n 



N'«^ , HP I (C"4 h- N V *)-*. 



N ( " ) /3 ,, = o, la quale risoluta darà uà numero n di valori 

diversi di |3, e però di $ . Questi valori saranno ingenerale tante 
funzioni irrazionali di «, le quali non potranno in generale ridur- 
si che in serie infinite secondo le potenze decrescenti di » . Sia- 
no tali serie 

p = i * H- 1 « H* ec. 



/*> rr. *J — «' . m>. *> — V" 

|3 = 1 I . a •J.Tl.» H-CC. 



jSr=Ta.*' h-T'2.« h- ec. 

ec ec. 

• « i • 

Queste 72 serie moltiplicate ciascuna per *% ci daranno n e- 
spressioni di z ; e se in ciascuna di queste espressioni si sosti- 

„ tuisce invece di a una funzione arbitraria p ( x H- w ) diversa 
in ciascuna di esse, avremo per 3 ' un numero /z di valori diver- 

si, ciascuno dei quali sarà una serie infinita e conterrà una fun- 
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zione arbitraria . La somma adunque di questi valori ^ contenendo 
un numero n di funzioni arbitrarie diverse, rappresenterà perciò 
T integrale completo della proposta . 

§• 93- Se T equazione fra a e fi potesse risolversi in n fattori 
di primo grado , se potesse cioè mettersi sotto questa forma 

(/3—a 1 * — fc Y )(j3 — a* — OQ3 — a"* — ò'") (p — 

a * — o ) = o , 

T integrale completo sarebbe composto di nn numero finito' di ter- 
mini: infatti avrebbesi allora 

(3 = a V H* 6' , /3 = a" a -j- b" > fi = a" a, h- b'" > fi = a""* Hh ò"" > 

|3 = a «-^6 * ; questi /2 diversi valori di fi ci da- 
ranno n diversi valori di $ e perciò di a*p ovvero di z ) la 

somma dei quali soddisfarà anche alla proposta, perchè questa è 
lineare : avremo in conseguenza , prendendo per z questa som- 
ma medesima 

Z — * (a a ^hb ) H-* (a »-{-o ) h- * (a *-}-b ) -+■;••■■ 

x 9 y 

ovvero , facendo lo sviluppo di queste potenze , 

* = a .* * -±yor h' .a -?- — — ila 5-X-n- 

x^y J a 

« -+■ - mm t m b •» 

d , a H-JK* A . a ~\i*±z ' a ó X • • • • 

r 

«•••••••• • ••••»•'■ * # * • • 



i 
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•4-a ( " K .«- -4- va y b () .« -f* » * • • • » 

Ora la quantità * rimane indeterminata; cinque (86) prende- 

renio p' (jx) in. vece di «* , ed in generale $' ( x h- w ) per « 
Ponendo adesso nell* espressione trovata per z > tante diverse 

funzioni di x^y y quanti sono i coefficienti diversi da cui è molti- 

%* mI* Mi 

plicato a , s' avrà 









^5 ^ 



-^a ( '° J V">(a;H-.)')-iO'a ( " lJ ' , & ( "\p<" ) (a?H-.y— l)-f-....i 

e questo sarà l'integrale completo (fella proposta, poiché contiene 
uu numero n di funzioni arbitrarie <p \<p" \<p'" ec. 

•Supponghiamo che b' = b'' — b'" = = &<">= o , va- 
le a dire che la proposta sia 

ÌSz _ H-N's H-N"s -*. 



N ( ">* ==o; 



ed avremo fra « e /3 ]' equazione 

N^N'r'HNV" 3 ^ h-N ( 'V=o, ^ 

che può sempre supporsi risoluta in fattori di questa forma — 
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zione arbitraria . La somma adunque di questi valori^ contenendo 
un numero n di funzioni arbitrarie diverse, rappresenterà perciò 
T integrale completo della proposta . 

§• 93- Se l'equazione fra a e potesse risolversi in n fattori 
di primo grado > se potesse cioè mettersi sotto questa forma 

(/3 — a 1 * — C)(J3 — a*— b")(fi — a'"* — b" ) (/3 — 

a a — ò ) = o , 

T integrale completo sarebbe composto di un numero finito' di ter- 
mini: infatti avrebbesi allora 

= a * «h-£ * ì questi n aversi valori di ci da- 
ranno n diversi valori di j3* e perciò di * *p ovvero di z * la 

* > y 

somma dei quali soddisfarà anche alla proposta, perchè questa è 
lineare : avremo in conseguenza , prendendo per z questa som- 
ma medesima 

Z — * (a a ^hb ) H-* (a *-+b ) h- * (a *-*-o J -{-; — 
ovvero , facendo lo sviluppo di queste potenze , 

Ot ""T* • ••••-• • J" D • Ct 

a «-f- H*o «a 

• ...*. * 

• *••• ••* 



\ 
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* 

Ora la quantità » rimane indeterminata; d'angue (86) prende- 

remo q> (x) in. vece di «* , ed in generale p' ( x H- w ) per « 
Ponendo adesso nell' espressione trovata per z > tante diverse 

funzioni di x^y ì quanti sono i coefficienti diversi da cui è molti- 

4* §■!• Mi 

plieato a , s' avrà 



z =zd y .<p'{x-+y)-{>yd y ~ b'.<f>\x^-y — i) -|- 






£Ì£^a^~ , *"e7*-h)i— a)-h H-i'* *>'» 



e questo sarà l'integrale completo della proposta, poiché contiene 
un numero n di funzioni arbitrarie <p ,p",p'" ec. 

Supponghiamo che b' = b'' = &'" = = #">= o , va- 
le a dire che la proposta sia 

Ns _ -+N's H-N"s -*. 

x~¥u,y *-+» — i,j»-*-i ' *-»•» — 2, jr -4-3 

ed avremo fra « e /3 ]' equazione 

N.VnV'hF/"^ «+ -+ N ( " V= o, * 

che può sempre supporsi risoluta in fattori di questa forma /3 — 
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a' * ; poiché dividendola tutta per a e considerando per incogni- 
ta —, si hanno da <essa n valori per £ «e perciò n fattori di quella 

forma . Facendo ora nella formula superiore ti = ti' = b"' = ec. 
= o , avremo così espresso T integrale completo di una tale e- 
.quazione 

H-a ( " ) V" ) (*-iO')- 

Quando l'equazione proposta non ha che i termini , nei qua- 
li le variabili or, jy «hanno i medesimi aumenti, quando ha cioè 
questa forma 

Az- H- Bz H- • • H- Ps = o , 

x 9 y x -+ 1 9 y -h l x H- n» , y -+m 

'facendo come sopra z =* p, si giungerà 3 questa equazione 



Ah- B«/3 -f. ~+. P» - ^* = o r la quale , considerando 

% per incognita a/3 , ci darà m valori a', a" ce. per <t/3; e potremo 
perciò tiare ad essa questa forma ; ' * 

(«(ò ^ a' ) (*(ò — a )(ctp — a'') '. .' (*/3 — a<*>) = o. 

Da questi m fattori si ricavano m valori per /3, i quali sono 

a « , a"* , a"x ec. : così si hanno per z m valori diver- 

c x 9 y 

si, i quali sono a . a , a . « -? a"' .* ec. Presa ora la 
somma di questi valori, e introducendovi le diverse funzioni ar- 
bitrarie per mezzo del ragionamento fatto al § 86., "s* avrà Y inte- 
grale così espresso 

' * =d y .f (x-y)^» •f"(x-y)-i.a"*:f'"{x-y) 



•••••• 






^a^ .f^(x-y). 

• 

f'tf'if" ec - indicano delle funzioni arbitrarie diverse della quan- 



• V 



t ita x — y . 
. §. 94. Riprendendo il valore di P dato al §. 92., cioè 
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B' 1 — 4CA 3 ) > e facendo per maggior semplicità di calco* 

lo p = C' 2 — 4CT!, g = aC'B' — 4 C"B, r = B' 1 — 4CA, a>- 
vremo - 

(3 = i r/ (C«H-B=±v'rp**H-«7*H-r])» ed è chiaro che se in- 

vece dell' indeterminata è presa una funzione intera d' un'alfta 
indeterminata w in modo che la quantità pa**H* q* H- r sìa un qua- 
drato perfetto , svanirà <kl valore di /3 il radicale , ed allora potre- 
mo ridurre il valore di $* in uua serie finita ordinata secondo le 
potenze della indeterminata io : secondo la Teorìa dell* Analisi de- 
gli indeterminati (a) , se si fa a = 11zJIt m -L ^ L , w p -L I^abbia- 

mo p* -f- ya h* ?' eguale al quadrato ( L-ZiiSÉ-Z^L ) ; dunque il va- 
lore j3 sarà 

{3 = L(C^H-B=t(?l=- 4 . r Ari!!)J; possiamo pertanto espri- 
mere i valori di a e di /3 in funzioni razionali di un* altra inde- 
terminata 00, ed abbiamo « = ew h*/w H-#> /3 = e'co Hvf'w 



#' , essendo f= ilnl^ , e = — , g = — -£ ; sostituendo poi nel 

valore di /3, quello trovato. per «, ricavansi i valori di é\f\ gì 
ed abbiamo 



3e espressione essendo sviluppata «d ordinata secondo le potenze 
di % co , sarà ridotta ad una serie finita di questa forma 

= V4V'w^VV^VV4 H-V (#+jr) .«*" |,JF 






v»"^^«"%HBr«"»^ . . .:: {9m¥ 'W»-^'\ 



Tom. ì. Ce 



(«) V. il T. II. degli Elei», d* Algebra d* Eulero. 



«■ TnHi 
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nella quale i coefficieati V, V ea.'VV'V ea saraano delle fnnzio 
ni di x e di y che si possono determinare in differenti maniere se- 
condo i metodi conosciuti. 

Introduciamo ora la funzione arbitraria invece della qtr&ntità 
esponenziale indeterminata % ed avremo per rappresentare Zr la 

seguente espressione 

*«,,= V..fto) -+ V'/[i) H- V./(ct) h- '. . H^^./(*-f*) 

la quale contiene una funzione arbitraria» f{ x -+y ) . 

Prendendo nel valore di il segno — > avremo per un 
altro valore , il quale ci darà un' altra espressione per z 

n =T. , r(a).H,T'.f(i}H.r.Y(a)4. H- 

. T ( a? -*- y ) 



T.y( — x— y) 



> 



che contiene un'altra funzione arbitraria y (x -i-y) ria somma a- 
dunque di queste due espressioni di z contenendo due funzioni 

arbitrarie i rappresenterà l' integrale completo della proposta equa- 
zionedel secondo ordine, il" quale sarà sempre composto di un mi- 
«nero- finito -di termini. Allorché faremo T applicazione di queste 
Teorìe, ci tratterremo sopra i metodi di determinare le funzioni ar- 
bitrarie che entrano juegli integrali completi E x ficile però vedere 
che i valori di quelle funziout dipendono dai valori di z quau- 

do una delle variabili y è zero . 

Il metodo che abbiamo adoprato per avere l'integrale com- 
pleto ih termi ni. fini ti delle equazioni del. secondo ordine, non può 
adoprarsi per gli ordirli superiori; ili fatti se- si trattasse di quelle 
del- terso, (e ciò che dico di questo vale per gli altri ) essendovi 
allora fra » e /3 una equazione del terzo grado, si. avrebbero per /3 
dei valori i quali conterrebbero le radici cube di una quantità 
complessa di questa forma « 3 H- b* H- e* -+d 7 e perchè queste 
sparissero bisognerebbe che potesse prendersi per * t{tl numero da 



\ 
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pendere quella, quantità complessa un cubo .perfetto : ora Y analisi 
degli indeterminati non è spinta tanto oltre per soddisfare a que- 
sta ricerca , «e perciò non potendo eliminare i .radicali del valoro 

ili /3 , la potènza $ ridotta in serie secondo le potenze di « , con- 
terrà nn numero infinito di termini; così il metodo precedente 
non è limitato che all'equazioni di secondo ordine. 

Do^o aver fattjt qualche altra applicazione 9 esporremo un 
metodo che si estende alle equazioni di 'tutti gli ordini e unisce 
al vantaggio di dare sempre'gli integrali finiti 9 Y altro di rendere 
la determinazione delle funzioni arbitrarie facilissima in tutti i 

-casi^ 

§. 95. Risolviamo adesso un Problema sopra la partizione 
dei numeri^ la cui soluzione -dipende dall' integrazione di > una & 
quazionp a differenze finite e parziali . 

„ In quante maniere il prodotto di un numero x di lettere 

99 a , b y e y d ye , m può avere la somma degli esponen- 

9 9 ti di quelle lettere eguale ad j^ supponendo che i detti esponen- 
99 ti siano ciascuno > o -„ • 

S* intende facilmente che quél ricercato numero ài maniere 
sarà diverso secondo che diverso sarà quei numero a; delle lette- 
re , ed il numero y somma degli esponenti : espo sarà una quantità 
dipendente da , x e da y : sarà dunque una -funzione di &» jr~. . % 

Sia adunque rappresentato da z funzione di oc e di y quel 

ricercato numero di maniere : siano p , q 9 r gli esponenti di quelle 
lettere : il Problema si riduce a trovare in quante maniere può 
farsi 



Facendo p = 1.; z _ esprimerà il numero delle ma- 

niere nelle quali può essere U 

1 -4. q -+> r -H« •+ ec. = y 9 ovverà 
OH*fH-SH»ec. = v — 1 : ora il numero totale z delle manie- 

re è eguale a questo numero di maniere z ^ più a tutte 

quelle nelle quali può essere 
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3 _f.^-4, r-ì-*H-ec.=^ ovvero i «+»«jf H-r-h*H-ec.==y — i 

ec. ce. 

ovvero pH-^-t-r^sH-.ec. r=^» — i , il quale ultimo numero 
di maniere è espresso da z _ : abbiamo dunque 



z =z h-£ 

Per integrare quest'equazione facciasi al solito z =* , 

ed avremo fra « e £ queste» equazione ^=:14«) da cui si rica- 
va ^ = i H- — . Sarà dunque 



OL ■ i" • . • • • 

3.3 



Moltiplicando questa equazione 'per 0, sarà 



j » 



t • 



•»••• 



t/3 7 ^«0-Hy* P-+» ' (y ' « ^H-^^ 12 ».. 0H« 

«.3.. •»..(*—!) ... ,, :_ 

dunque , facendo un ragionamento simile a quello fatto in fine 
del § 89., troveremo 

z ._ = (#)-*- VP (a? — l)-4-*^p^-^(*-^'a}-K-:. — 

, , y(y-D(y-*) (>-*•+* ] f( f ). _ 

a. 3 (* — ' ) 

Ora per determinare la funzione arbitraria p(ffj* si fàccia 
^ = o ; avremo <p(oc) — z > e percià 

« =2 H-V2 h-*^ z n . 

^(j-iU j-a) (j-«*a> c _,. J.J5 

2.3 (* — O iti *— J>V 
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Ma z yZ ■ yZ > ec.» a ' sono tutte quantità noi- 

le ; e z =i, ( poiché avendo un numero m dì lettere è impos- 

sibile che la somma dei loro esponenti sia eguale all'unità ); e le 
quantità z , z__ , z_ o sono tutte nulle; dunque avremo 

z _ _ j(j — Q(y — a) (y— *-*-a) 

*,J-fl 3.3.4..... '(*-t * ) a 

la qnale espressione ( ponendovi y — t per y ) , diviene 

S = l^Ili^ ^^^^^-^yC^^l) ^ che è a ri ^ 

ro di maniere. 

Che poi z t z. * z ■ siano eguali a. zero, sì dimo- 

strerà così . 

Siccome le quantità z % z % z ea indicano le maniere 

^ o>! o>2 0^3 

nelle quali un numero zero di lettere può avere la somma degli è- 
sponenti eguali ad i ., a , 3 ec T così esse saranno tutte nulle. 

Se dunque nella serie che rappresenta il valore di z fac- 

ciamo x = o, ed y = 1 x 2 , 3 ec. > avremo 

z =z H* ^ 

* • 

Z —Z H-23 -t*Z 

0,3 0,2 — I , l —2*1 

■••ec. .. . ••• a ■•'. .'ec.!".') i," ,. '•••• 

le quali equazioni ci dannò accora z —z =z ==oc. 

= 0. 

Sia per es. y =.5 > x =^ 3 , . ed. avremo : . ' * . 



• • \ 



z = i^? = 6 ! infatti quando si hanno tre lettere "a , B , e non 

3 » 5 " 

può la somma dei .loro esponènti essere eguale a 5 che in uui $i 
queste sei maniere . . 

a'b'c 1 - ; a'ò V ; a W ,' a'òV ; a'6'c* ; tùb V ; * 

^ , • * * • . r f t p ^ * • 

se poi gli esponenti p , g", r ec'. che abbiamo supposti ìnaggiori ai 
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zero 9 volessero ; prendersi anche\eguali a z^ro> allora con uno 
stesso, ragionamento, rappresentando . per z il ricercato numero 

t 

di maniere , si troverebbe, v< per risolvere il Problema * questa e- 
quazione 



* . 4 



z = z H- £ « 

il cui integrale sarebbe 

*,> 2.3.4 (* — 1),. * ^ 

. . . ¥ 

Ecco il ragionamento che ci conduce -alla suddetta equazione : 
facciamo p = o , ed il ricercato numero di maniere sarà eguale al 
nurapro delle maniere nelle quali può, essere o~\-q-hr~ì+s-i-ec* 
= y che è indicato dà z , più il «numero di maniere , nelle 

J -4P— I ,jr * 

quali, può essere 



i^g^f.r-hSH*ec.==jf Qvvero on*j-Hr-+S4-ec.=j/ — 1 
3_j*£. t j. ;r . r j.s.»f.ec.i=> . ..... . '2H-g-f r-W«4-ec.== < )' — 1 



ec. " ec. 



che è evidentemente z ? e perciò s' ~ z 



*-i,j 



» •» » 



2; 



§. 96. La sostituzioneL ili »*f •invece' Ili * nella equazione 

generale a differenze finite e parziali del grado n riportata al §. 92. 
ci dà una equazione, la quale ordinata secondo le jpotenze di /3 è 
della seguente «forma '-■'*''' 

(i)....A/3'h-Ai j3^*^*A*./3^^ 

ovvero ordinata secondo lejxrtenze di. a, è di questa altra forma 

e queste due equazioni non sono in sostanza che la Medesima • 

Ora la prima dà n valori diversi .per espressi in *, e siano 
0>0>j3" ec. 9 e la seconda dà n diversi valori di * espressi in /3, 
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e siano * > et>*J ec. , così di qualunque ci serviamo di- queste equa- 

zioni, avremo sempre /z espressioni diverse di, a p y e perciò di 

s . In ciascuna di queste espressioni introducendo con Y artifizio 
* *y 

di cui sopra ci siamo serviti , una funzione arbitraria , là somma 
d'i quelle medesime- espressioni darà 1 ? integrale completo dell' equa* 
zione proposta. Ma se l'equazione 'fra a e P avesse alcune delle 
radici eguali, è evidente che. U* numero delle espressioni diverse 

di m$ scemerebbe di tante unità quanto è il numero delle radici 
eguali meno una r e che in. conseguenza l'integrale sarebbe incom- 
pleto . Vediamo come si potrà ricompletare il numero di quéste 
espressioni diverse . 

Avvertiamo prima che se Y equazione (ri) ha un numero m 

di radici eguali in a, cioè se & = (#'=* £"=*, . ... ... . sr? p mr * 7 

Y equazione (a) avrà il medesimo, numero* di: radici eguali- in (ì, 

• V f ,, ( » — * ) -'* 

CJOè Or =r et, z=z cu .= . • = « •- 

Ora se nell'equazione (1) due radici per esempio p,/^ sono^ 
eguali > una di queste soddisfa come si è detto ( §. 65. e segg. Qip. Ili-) 
nel medesima tempo a quella equazione e a questa (1)' 

(iy.... > yA^~ , H.(^-hi)Ai.p Jf -^^Hr2-)A.a.^" fI ^: 

H«0'-f-H)A(/*)./3 > ~ 4 "*~ I =o;, 

e se tre sono le radici eguali /3, /3',|3", una di' queste soddisfarà 
nel medesimo tempo- alle due equazioni ( 1.) , ( 1:)' superiori, e a 
questa (i);; . 9 :; lt . 

e così di seguito. ... * -- 

L'equazione (1)' e ricavata dall'equazione (1) moltiplican- 
do ciascun termine eli questa' ultima equazione. per l'esponente che 
à ha |3, e quindi dividendo per 0, e nella medQsima guisa si rica- 
da Tequazioue (1)" dall' equazione (i)\ È siccome se sono eguali 
tre radici 0,0', 0" dell' equazione (i), lo sono, anche jre * ,*'>;<*' ' 
dell* equazione («2) ; così una di queste soddisfarà nel tempo stesso 



» ■ 



• ««••-* 



va 



/ 
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all' equazióne ( a ) ed alle seguenti *(a)' , (a)" • 

(2)\../a;B/* l H-(a?-t-i)Bi. B *-i-(a;H^&)Ba.**' +4 ^ 



(sr^-f{7z)B(/2).*. 



* — a , » « *—i 



fa)" ajfjc-- l)B« H-(a;-*-i)*Bi.a 

• _ * » 



* — a 



(ttH-^K*^ 72 — i)B(tf).» = o; 

4 e perciò te sei equazioni (i) , (t)',(iy\ (a), (a)', (a)" saranno sem- 
pre soddisfatte nel medesimo tempo da una delle radici eguali . 
Si vede adunque ohe sé due sono le radici eguali dell' equa- 

«ione (i.) » wddisffc <alla proposta tanto » = «-fi , quanto z = 

ja*^"" ^ purchà . sia una di Queste due . radici eguali; infatti so- 
stituito questo, secondo valore, nell' equazione generale del §• 9 2% » 
esso la muta nell'equazione (i)' che è soddisfatta egualmente; co- 
sì nel esso di tre radici eguali', potranno prendersi per z^ queste 

tre espressioni . , • - 

* 

* >y 

essendo ù'na dì queste Tre radici eguali : poiché questo ultimo va- 
lore sostituito nell' equazione del $. 92., la riduce all' -equazione 
(1)" che è soddisfatta da tina -di quelle «tesse- radici- eguali nello 
stesso tempo che lo è l'equazione (1). 

Se le radici eguali fossero quattro x avremmo anche 

y y _ 1 ) (y — a ) «V ~ 3 e così di seguito ; e siccome le 
espressioni di 2; possono essere moltiplicate per una costante 

qualunque G , la quale entrando -come moltiplicatore in tutti i 
* termini dell' equazione del §. oa. , svanisce e rimane indetermina- 
ta i così se questa costante si suppone eguale all' uuità nel primo 



*>z 



/ 
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valore di z /^eguale a fi nel secondo, a fi* nel terzo ec-> avrc- 

ino per ,.z. \ jwI caso delle radici eguali , le seguenti espressioni 

p *y*$-, y{y— 0*0 >.y(y— *)(y— ■*)« ec. 

jr Facendo per * il medesimo ragionamento-, è manifesto che 

* r X H X V 

avremo ancora quest* altre espressioni per z -,* p^xu p ,x(x — 

i )«y » x(x — ;i )(*x — 2 ) «V ec 

Si potrebbero ancora fròvare filtri .valori per z nel cascf 

delle radici eguali. Infatti quando le radici eguali sono tre = 
$' = /3" , .« = a =:*" ^ec. è manifesto che T equazione (i y conterrà 
due di queste Tadici eguali a p i e perdo. ordinata .per «^ àncora due 
radipi eguali ad & . * 

. % Se ora in questa equazione (i)' ordinata che sìa per le poten- 
ze di et si moltiplicano i termini per gli esponenti x> .a?H- i ec. r 
a" H»- n di quelle potenze medesime di .* , avremo una equazione 
(a) che, gara soddisfatta nel medesimo tèmpo cli£ le equazioni 



(0 > (OS •* si vedrà facilmente che se facciamo z = seva Q , e 



sostituiamo -un tal valore di z nella proposta , sarà essa trasfor- 
mata néli',equazione (a) , la quale ^essendo soddisfatta da una delle 

radici eguali rei mostra essere xy* (2* un' altra espressione della va- 
riabile z .; queste diverse espressioni serviranno sempre a ridur- 
re completo r integrale della pjogosta quando le xa4ici eguali lo a- 
vranno ridotto incompleto. 

Sia per esempio da integrarsi ^equazione 



z =z — Z ~{-z 



Facendo in questa equazione crescere la àc : -e la y d* un* unità 
e moltiplicandola tutta per 4^ avremo 



£ — ±z — t- az = o 

equazione del secondo ordine . 

Tom. I . B d 
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Paragonata. questa equazione con quella del §. 92-:del secón* 
do ordine, abbiamo Ar=B = B'^=o, C = 4, C=~4, C"= \ r 
ónde T equazione da risolversi è &*-= — 4/3or-4-4*N la quale dà 
per /3 due valori eguali 2x ; e se $ , |3" rappresentano i due valori 
di 0, s* avrà 0' = 0" = 2*. 

Dunque secondo ciò che abbiamo detto qui sopra (93) per il 
caso nel quale V equazione fra a e £ di secondo grado è divisibile 
in due fattori di primo della forma /3 — a'*, $ — a"a> si ha 

z x — ci y p' ( x ~{-y ) -J- d' y <(>" ( x -+y ) : 
ma per noi essendo a' = a" = a , avremo 

»- ^ = 2 y {p , (x^y)^<p f (x^y)). 

Ora le due funzioni <p'(x-{-y)> <p" (x~{*y) essendo arbitra- 
rie, possiamo rappresentare per una funzione arbitraria p[x~i~y) 
la somma <p'(x-\-y )-+■ <p\x-\~y) > e per questo sarà z =■ 

2* p ( x -+y ) > integrale incompleto , poiché contiene una sola fun- 
zione arbitraria . 

Noi abbiatóo sopra veduto che nel caso di due radici eguali 

oltre all'espressione * p soddisfa alla proposta equazione anche 

$»*$ , e perciò facendo /3 = 2« , soddisfarà alla nostra equazione 

jr .</.«*** * , ovvero y.2*<p'(x -±y ) essendo p' ( x-hy ) una fun- 
zione arbitraria diversa da <p(x-i-y): questa ultima espressione 
per z sarà uà alào integrale particolare , e se prendiamo l' ag- 
gregato di questi due integrali particolari , avremo V integrale com- 
pleto di quella proposta equazione espresso da 

z —2 y <?>(x-i-y)-hx -yp'ix-i-y). 

§. 97. Noi abbiamo promesso alla fine del §. 94. di dare ma 
metodo generale per integrare in termini finiti 1' equazioni a diffe- 
renze finite e parziali di qualunque ordine: ecco in che cosa •con- 
siste questo metodo . , 

L' equazione differenziale dell' ordine n riportata al §. 92. 



A 
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allorché vi si fa z = «*p , ci conduce alla seguente equazione 
4el grado n fra * e fi 

A-hB«H-Ca* -+• -H-1S* \ * 

H-Wh-C'*^ H- -fN'oc*""^ j 



Per mezzo di questa equazione si può determinare per * , 
ovvero a per fi : supponghiamo che si determini /3 per « . 

Siccome in generale non possiamo esprimere fi in potenze di 
* che per nna serie infinita , non potremo perciò avere il valore di 

p che espresso per nna serie parimente infinita : ora si osservi che 

pnò ridursi questo valore di fi* ad una serie razionale e finita di 
termini ordinati secondo le potenze di * , purché vi si ammettano 

le potenze di inferiori a fi ; . poiché se si prende il valore di 



P dato per Y equazione, precedente , esso sarà espresso per le pò- 

a— i 
tenze e sue inferiori : se questa espressione si moltiplica per 

fi , s avrà per fi una espressione che conterrà /3 e le sue poten- 
ze inferiori , nella quale sostituendo Y espressione trovata per fi , 
verrà per fi una espressione che conterrà le potenze fi e le 
sue inferiori ; V espressione trovata per fi moltiplicata per fi > 

( sostituendovi per fi il suo valore ) ci darà fi" in * ed in fi ; ma 

le potenze del fi non saranno ipaggiori di p. : continuando que- 
sto ragionamento si vede che potremo avere qualunque potenza 
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tu 

jy espressa per una funzione algebra ica finita e razionale di u a /&> 



estate: 



nella quale le potenze di £ non passeranno, le n. — i j tal po- 
tenza dunque avrà questa torma 



y m rn- 



|8 =Th.T«4.TV. 

TV 



Ti.j3-^Ti'.«^H-Ti". a > 



• » 



Ti (> -°./-> 



(a) . . -j-Ta.p'H-Ta'.^-^TWfi 



T(«— oy 'h-tc»— o'.y" f 



• • • • • 



T(«— i) 7 '.*' /3 .; .* . 

ove i coefficienti T,T',T" ec., TV ec, saranno delle funzioni 
razionali date di y e dei coefficienti délF equazione proposta . 

Se qnesta espressione di j3 si moltiplica per * avremo Y p- 

spressione finita dì /3 * che sarà il valore di z coisì espresso 

* 9 >J . 

Z = T« — i-T'.* H- • •; • • « 



-f.T (> \/-' 



*-* r 



Ti.«Ph*Ti'.« |3 

T2.*y-*TvV"y h- 



y 
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/ • . . . . 



• *••-»•-•• • ». •. • • ». » 



•• • . • » 



•* •■ 



*~»~— r m • v/ x -+ ì- n— I 



Il valore adunque df 2 sarà, di questa: forma 



z =A0°-*-i?/3.'-i«a* a -*- -*-p£ 



»-— 1 



**/ 



Se si fa &= o T s'avrà z = A;, e onesto* valore di z 
- • * ^ *"•*• ^ *,> 

soddisfa alla proposta * la quale per essere lineare >. sarà anche sod- 
disfatta? da: 

z " == B&h- Cfi;*-h • • • -+-V& r ovvero da 

s =B.h-G/3 •{•.. . . h- P/3 ; poiché tutti i termini 

contenendo z r Ta potenza prima di |3' entrerà come moltiplicatore 
in tutta r equazione \ e non influirà nulla nella di lei identicità. 
Facendo in quest' ultima espressione di z , = o , avremo 

x » y> 

z — B, ed ancora questa* valore di z soddisfarà alla propo- 
li jr x 9 y. 

sta: conrinaaijdo il medesimo ragionamento r proveremo che possia- 
mo soddisfare alla, proposta prendendo z eguale a qualunque dei 

coefficienti delle divèrse jlqfenze di |3: ovvero eguale a qualunque 
di quei coefficienti moltiplicati per la respettiva potenza di |3 , la 
quale entrerà come semplice moltiplicatore in tutta Y equazione . 



Dunque z \ ==Tot.*V"-+ .Tm-*~* &" 

*,y 

1 ma p 

sarà un valore particolare di z qualunque sia «. 

* >y 

Questa espressione di z , secondo ciò che è detto al § 86. 



cangiasi in quest* altra 



*>y 
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z =Tm.fm(x)-t-T'm.fm{x-hi) 

-+T {, ~ l) m.fm(x-+y — i) 

essendo fm ( a? ) una funzione arbitraria di x ; se facciamo ora Io 
stesso ragionamento per qualunque termine dell' espressione gene- 
rale di z s avremo 



x >y 



• ••••»# 



Ti ./i (a?) H-Ti' ./i(*-*-i) 



• • 



Ti (jr f) ./if*-hJ — i) 
H- Ta ./a (a)-4- Ta' ./» ( *-+. 1 ) 



4 « • 



Ta "" 2 *./^*-^ — a) 






• • 



T(ji— !)./{« — i)(a?)H-T(«— !)'•/(«— i)(a?H-i)H—- 



T(«— 1)° •"*' l) ./(»~ I )(«-*.? — »H-i); 



le funzioni arbitrarie contenute in questa formula sono di numero 
/2. Esse sono arbitrarie ed indipendenti fra loro. 

§. 98. Per determinare frattanto i valori di queste funzioni > 
io suppongo che siano conosciuti tutti i differenti valori di z * 



x*o 



z , z 1 z ec , z , cioè a dire tutti i valori di z } 

quando y — o , 1 , 2 f 3 , . . . . . . /z — 1 . Se T equazione da in- 
tegrarsi appartiene ad una serie Recurro - Recurrente , quella sup- 
posizione richiede che siano date le n prime file orizzontali della 
Tavola §. 87. che la rappresenta. 

Facendo y = o , abbiamo p* = 1 ; dunque dalla formula ( 2 ) 
del §. antecedente ricaveremo T=i, T' = o ec., Ti=o ec ; 

facendo y = 1 , abbiamo /3* = /3 , dunque Ti = 1 , e tutti gli al- 



# 



CÀLCOlÒ t>ÈLLÉ DIFFERENZE FINITE CAP. IV. 205 

r ' 

tri coefficienti sono nulli; facendo ^ = 2, si ha £ = /3 1 ; dunque 
Ta = i , e gli altri coefiicienti nulli » e così di seguito % 

Dunque se facciamo y = o nella formula trovata per 2; , 



*>J 



avremo z =y(#); se facciamo y = i > avremo z ==^1 (*); 

se si fa y = a , s* avrà 

2; =^/a (ex?) e così di seguito fino a z _ -=zf(n — 1 )(«-) • 

Si conoscono per tanto con questo mezzo -tutte le funzioni 
arbitrarie , i valori delle quali sostituiti nella formula generale > 
"ci danno 

z ' =Ta *+Yz h- * . . . ; 

**lrxl.z H* Ti' ♦ z H~ .*.••••• + 

*,i *-+i,l 



• •••»• 



Vediamo adesso come possono determinarsi i coefficiènti T, 
T eri, Ti, Ti' ec. 

Se dall'equazione (1) del §. 97.* ricaviamo il valore di /3 in a, 
e ne facciamo la sostituzione neir equazione (2) , è dopo avere or- 
dinati i termini secondo le potenze di * > facciamo eguali a zero i 
coefficienti delle stesse potenze y avremo una serie d' equazioni , 
per le quali potranno determinarsi i coefficienti ricercati T , T' ec. , 
Ti,Ti'ec. 

La considerazione delle differenti radici dell* equazione può 
ancora semplicizzare questo metodo : infatti se diamo all' equazione 
(a) questa forma 

0. =A-t-Ai./3-i-A2./3?-f- H-A(«— i).p ,Aes- 
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gelido un numero polinomio in * del grado y\ Ai un altro polino- 
mio in a del grado y — i , e così di seguito, e indichiamo per 0', 
/3" ec. , le n radici tieir equazione ( i ) ordinata $)er rapporto a |3 , 
s' avranno queste n equazioni differenti 

p' y =AH*Ai.;P'H-Aa.rH- h-A(/2 — i)^* -1 



p^zsAH-Ai^-hAa.^H- hA(b-i)/"" 1 



<ec. ec. 



Per mefczo delle quali -si determineranno -separatamente le n 
quantità A> Ai , A2 ec. in /3', 0" ec. ; allora servirà sostituire in 
luogo di./3',j3".ec.yi loro' valori in * ridotti in serie ascendente e 



est ma 



spinti 'solarmente fino 'alla y ' -potenza "per la quantità A , fina al- 

( ^ — ! ) P er * a q uantlta A 1 , e cosi di seguito : 

§. 99. Ma per fare ima applicazione di questa Teorìa r sup- 
ponghiamo *rhe l'equazione *ia. integrarsi sia di speortdo grado, 
quella cioè che abbiamo proposta al §. 88.: avremo allora n — 2$ 
e perciò T espressione -del §. ^7., per z -, sarà 



TF,fi («Jh-TìV 1 (wh- 1 j-4-Ti'\/ì (Wa) 






•^:T.i- J '"' l) ../i(-à?H-j'— i) ! 

la quale ne Tappresenteirà T integrale completa. •.: " » ■ 

Per detenni ria i?e i coefficienti T ,T' ec , secondò- dio che ab- 
biamo detto »al &. antecedente-i avremo •'. 

p=A-i-Ai.$, nella quale è .::•:'« 

A=Th.T*4TVh., ...... -t-T 00 / : 

Ai=Tih-Ti'.«H-Ti".Vh- . ^ . . - . -+Ti (j, " ,) .« 3r ^ 1 .: ora 

» • « • • 

al §. 92. abbiamo trovato per fi' , 0" due valori di questa forma 

* 

* 

p"==aa-+.&« — v' l /»«* Hr fl* H-p 1* i quali ci danno queste due e- 
quazioni 
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p"* = A -h Ai . |3", da cui si ricava 

fo) 1 a fi" fi* -fi' fi" 9 



* 



TV-i- -t-T"» =A 



/3" - fi' 



Ti-i-Ti'.a-MY'.^H- h-Ti I} .«' ' = Ai 



fi' 



y_ 



►'/. 



Ora sostituendo i valori di @> , /3" , sviluppiamo i secondi mem- 
bri in serie secondo le potenze di a , e siano questi sviluppi 

. , „ 1 (y) y . (>-+i) jr-+i . 

a -4- # a H- # « — I- -+• d a H- G a •+> CC. 



OH*6«H-6* •+ H*6 a -4*6 « H- ec. ( Je 



quantità a y a ec. A , ft' ec. sono funzioni cognite di y che si deter- 
minano per mezzo della formula Neutoniana ) : è chiaro che la 

fu 

prima serie continuata fino alla potenza » inclusive , ci darà il va* 

lore di A; e che la seconda continuata fino alla potenza a in- 
clusive , ci darà il valore di A ! ; quindi per il paragone delle po- 
tenze omologhe di * avremo T=a, T' = a eoi Ti = b> Ti' = 
b' ec. 

Per farne un esempio prendiamo a risolvere V equazione 



z — $z h* 6z = 0: 

facendo z = « /y , s* avrà fra a e fi quest* equazione da risol- 



versi/3 2 — 5*/3-H b* = o, la qilale si scioglie in questi due fat- 
tori fi — 2a , fi — 3«,e perciò secondo ciò che è detto al §. 93. , 
abbiamo per il di lei integrale 

y y 

z = 3 <p(x-hy)~+> a <p (#h-jO> il quale è completo perchè 

contiene due funzioni arbitrarie . 

Se si adoprasse il metodo superiore , facendo fi' = 2* , fi" = 
33 > avremmo 

Tom. I. E e 
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1 

\ 

1 

1 


A 


__(3- 


S-*. 




y -+ 
or 


r 

-, Ai = 




- 2* ) 0? 


cioè 








3*- 


-2X 




* 


3* 


— 2* 






A 


= (3 


y 

• 2 — 


- 2 


y v 
•3 ) 


» r Ai = 


= (3 


-*') 


y-r- f 

a. i 




te 


che- 












• 






T 


= T. 


= T" 


r 


: eC. : 


= o,T ( " 


*)__ 


3.2- 


-a--3 r » 



; è dunque eviden- 



Ti=Ti' = Ti /, = ec; = o, Ti (j[ '-'«/—a', e. perciò Tinto- 
graie completò secondo questo metodo, sarà. 

« „ = T ./( x-i-j( ).-*• T 1 .fi ( x H-,y •— r ) ; ponendo ora 

(«) (v— i) 

per T , Tt i di lore valori, avremo l'integrale 

* „ = (3- a** — 2 .3*)/ ( «"H-J?) *K 3* — a*)/» fa-hy — 1 ), 

il quale è completo perchè contiene dne funzioni arbitrarie . 

Facilmente si vede chts a questo integrale può darsi la stessa 
forma di quello travato qui sopra col metodo del §. 93 : in fat- 
ti essendo 



* =3 (fi(x^y—i) — 2f(x^y))^*(3f(*-i-y) 

fi (x-+y — 1 )•) , se ponghiamo per fi (x~b-y — 1 ) — q/*( x 
y) un' altra funzione (p(x-ì-y)i e per 3f{x^y) — fi (x 

a 

y — 1 ) una funzione q> {x^y ), avremo 

y y 

z ==3 <p(x~{-y)-i-2, <t>'(x-{-y)<> come sopra. 

§. 100. Passiamo adesso a parlare delle equazioni lineari a - 

differenze finite e parziali a più funzioni variabili z >u ,00 , 

~ > y & *y * * y 

ec. Se fra queste funzioni si hanno tante equazioni quante sono 

quelle funzioni medesime , ecco come possiamo integrarle . 

Facciamo z r=« s , u —ax Q , w = ò* fi -> ec. es- 

x >y *>> *»J 

sendo a , 6 ec. costanti da determinarsi ; sostituendo questi valori 
nelle equazioni che saranno proposte , e dividendole ciascuna per 

il fattore comune a fi 1 , avremo in » , fi , a , b ec. tante equazioni , 
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quante sono le costanti a , b ec. più una ; se adunque per mezzo di 
queste equazioni s'elimineranno queste stesse costanti, la qual ce- 
sa facilmente può eseguirsi perchè dette costanti vi sono sotto la 
forma lineare, avremo una equazione finita fra u e 0, la quale ser- 
virà a determinare lina di queste costanti «,|3 per mezzo >deH' altra . 
Potremo adunque trovare , secondo ciò che è stato detto sopra , il 

valore di et p e perciò Y espressione completa per z ; moltipih^ 

cando in seguito quest' espressione per <i , b ec. , s' avranno le espres- 
sioni di 7/ > u> ec. 

x,y *>y 

Noi rimandiamo i nostri Leggitori air Opera del Sig. La -Gran- 
* gè citata ( §. 86. ) . 

A questa istessa Opera gli rimandiamo per Y iutegrazione del- 
le equazioni a differenze finite fra quattro variabili ar,jr,tt,£ 

ed è certo che avendo ben compreso ciò dhe è detto sopra, es- 
si non troveranno alcuna difficolta nel comprendere tutto quello 
che riguarda Y integrazione Ai tali equazioni ; solo qui parlere- 
mo di una equazione del primo ordine . 
Per integrare Y equazione 

♦ 

A» ' „ „ H- Bs -{- Cz -*• Ds ' = o . 

* t 9,u *-+»*>»* x,y-¥i t » x,y,a-+\ 

Facciamo z = C* /3 y" ; # > > y > G sono quantità costan- 

ti da determinarsi, e sostituendo il valore di z nella propo- 

sta, avremo dopo averla divisa per C«j?>>> 
AH-B«H-C^H-Dy== o, dalla quale si ricava y = a -4- bz -+• 



c/3, avendo fatto — 5-*=a, — ~ ==&, — ~ = e: sarà dunque 

Ora svolgendo la quantità {a^ba^ù^) u in una serie ordi- 
nata per le potenze ed i prodotti di * e /3, e moltiplicando la sud- 
detta serie per Cu p , avremo per z una espressione di que- 

r x * y 9 * 

sta forma 



a ìo MATEMATICA SUBLIME 



Z 



CT.y h- ct •*;■• y 



h-cp/ y 

ta»i./ + -y*' 



CTa..V H-GTa .. r -*• 

CP2.« P 



CT(u).«0 



#->> •+* 



Bimanendo indetcrminate le quantità C , « , e lunazione 
essendo lineare, potrà prendersi per z^, la somma di un nume- 
ro qualunque di simili espressioni, cangiando a piacere i valori di 
C ^ eT Di qoì « ricava per mezzo di un ragionamento simile 

a quello del §. 86. che può sostituirsi ad un prodotto G«Y una fon- - 
zione arbitraria p{tj) delle due quantità t , e » : saia allora 1 e- 



spressione generale di z x 

z =T>(tfoOH-T>(tf-^i».7) 



H-Tl^(*,J'-4-l)H-Ti>(*H-i»J' -4-0-5 
H-Plp(*-** tt — l»^-*-0 



^-T(iO<K*,.rH-a)» 
<>he rappresenterà l' integrale completo della proposta , perche con- 
tiene la funzione arbitraria p(x ì y)- . , , - 
Allorché scioglieremo alcuni Problemi che dipendono da si- 
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mili equazioni a differenze parziali , ci tratterremo sopra i dettagli 
di questo metodo y i quali d'altronde non hanno alcuna difficoltà. 

Ci contenteremo qui di far osservare che le formule generali 
per le combinazioni ( §. 24. ) dipendono dall'integrazione di que- 
ste equazioni . Cosi per sapere quante sono le combinazioni, o in 
quante maniere si può dividere un numero x di lettere in tre parti 
tali che la prima ne contenga un numero y , la seconda un nume- 
ro u , s 9 avrà per risolvere il Problema questa equazione 

» 

z =zz •+ z H- z ; 

*-M,jr f » x t y 9 u x t y — l,ir #.,«/,* — I 

indicando per z ciò che si cerca . 

Se quel numero di lettere dovesse dividersi in quattro parti 
di cui la prima ne contenesse un numero^; la seconda un nume- 
ro u i la terza un numero 00 , allora indicando per z ciò 

che si ricerca, avrebbesi T equazione 



• • # 



Z -"- -" 7 m t ■ Z m f ^ VI 

x-*-l 9 y,u,<* < x,y % u % <* x t y — !,«,» *,jf,« — i,c* 

Z * 

x,y,*><a— I " 

e così di seguito per un maggior numero di parti . 

Sarà bene che i nostri leggitori s* esercitino ad integrare que- 
st* equazioni , onde ottenere direttamente le formule date per indu- 
zione a quel §. 

§. 101. Sia ora da integrarsi Y equazione 

Az h-Bs h- . ~hVz \ 

B'z -4- H-P 2 * • 

x 



• • 



4 «• Al -L. M f 



x,y + n 



/ 



nella quale A , B ec. P , P' ec. , X si suppongono funzioni date 
della variabile oc . 

Facciamo in questo caso z = * p H* u > essendo » , # 

X y y X X XX 
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due funzioni di ce da determinarsi e fi una costante indetermi- 
nata ; ed avremo per determinare * una equazione di questa- 

forma 



(t)....À'f .«Vf-Bi .Ct -iJ-Gl .* Th... r— {-Pi .# =-=.0 

x ' ,xx x ,* -i- 1 -*«-*• a * x-t- * 



nella quale 

Ai =Ah-B'/3h-CT'-H -+P U y 

x 

Bi =B-fCH' • -+jt"~ l) f~* 



« • • •• • . -» • •*•• •• 



Pi =P: 

X 



e per determinare # un- altra equazione, di -questa forma 

-X 



(2) — Aa -u -4-B2 *u H-C2 .u — h -fPs .u =X 

v/ x x x x -+ 1 * jf42 x *-*•* 



X X-+2 X 

nella quale 

A3 = Ah-B'-kC"^ ~KP (r) 

B a =Bh-C-ì- h-P ( "~ i) 



P2 ?=P. 

1/ equazioni (1) , (2) superano le attuali forze dell' Analisi, 
come è .stato dimostrato nel Capitolo antecedente . 

Si vede però che Y integrazione delle equazioni a differenze 
finite e parziali a coefficienti funzioni di una variabile, dipende 
dall' integrazione delle equazioni a differenze finite ordinarie a 
coefficienti variabili , di modo che ogni passo fatto neir integrazior 
ne di queste, ne porta uno neir integrazione di quelle; così i Teo- 
remi del §. 70. hanno luogo anche per quest* equazioni . 

Se air equazione manchino quei termini, nei quali gli aumen- 



CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE GAP- IV, ai 3 

ti della a? sono- maggiori dell' unità , se è cioè 



Az h-BTs -hG"z 

r z 

Bz H- Cz 



X; 



« 

allóra le due equazioni (1)1(2) diverranno* 

Ai .a h-Bi .» =0, e A'a..& H-Ba .u = X. 

Dalla seconda di queste due equazioni abbiamo facilmente» 
• il valore di u per ciò ch& è detto al §. 46. 

Rapporto poi alla prima? -essa contiene nei suoi coefficienti 
T indeterminata /3 , della quale ci serviremo per introdurre nell* in- 
tegrale una funziono arbitraria» 

Infatti facendo — Ai :Bi = 77* è ( §. 45. ) 

i% ^9 &* 

a = C/72 .772 .m m .m , essendo C una 

costante arbitraria e perciò z = Cfl* .m .m ..... m . m • h- 

*,.? ■ * — 1 * — a 2 x 

m . Ora essendo 

w Al * A + B'/3 -+ C"/3» ■+ +^ n) f£ 

Bl x B^C/BH.;....H.F (0 - ,) i8—'' 

riduciamo in serie secondo le potenze di /3 > T espressione 

OT .772 .772 772 . 772 % e sia QUCSfa 

* — i * — 2 # — 3 al 1 

T/H.T|8r" l H.r^"' H .r^" 8 -h-ea,- 



avremo allora 






all' esponenziale indeterminato j3 può sostituirsi ( §. 86. , 98. ) 
una funzione qualunque arbitraria dell'esponente y-\-pi sarà in 
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conseguenza così espresso l' integrale della proposta equazione 



* >y 



ec. 



u j 

X 



indicando per <p (j^H-f*) quella funzione arbitraria. 

Per determinare questa funzione, facciamo le stesse riflessio- 
ni che abbiamo fatte ai §§. 86. , 98. e troveremo <p{y*+p>) = 
z — . u . 

Se i coefficienti dell' equazioni sopra trattate , fossero costan- 
ti , allora il secondo membro dell' equazione potrebbe anche aver 

questa forma X^fY^ ovvero anche ^Xh-Ì Y essendo X, Y fun- 
zioni respettivamente di x e di y , ed a e b quantità costanti . 
Per ottenerne Y integrale faremmo 



*,y 



«y 



au h- £ w essendo a e B due costanti , ed u , co 

' x y r x y 



due funzioni respettivamente di x e di y da determinarsi ; credia- 
mo inutile trattenersi a fare un dettagliato generale sviluppo e piut- 
tosto ne applicheremo il metodo ad ini esempio - 

Quale è il termine generale di questa serie Recurro - Re- 
currente ? 



o 
1 

2 

3 






y 



/ 



11 25 a 9 
79 93 105 



8 

33 
11S 



X 



In questa serie ciascun termine z è eguale al suo indice * , 
1 *,y 



*>y 



titma 



più il numero 2 elevato alla potenza .y , più il terjmine z 

x ^y 1 
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che ne è immediatamente al di sopra , più il doppio , del termine 
"che segue quest 7 nltimo. # 

L' equazione adunque , da cui dipende il termine generale ri- 
cercato, sarà 



z 


y 

^ x f y — 1 




• 
— i 




♦ 






* y 
Pongasi z =# {3 

° *>y 


^.'1 ■ ££ •' I ■ 


co e 

y 


facendo le 


opportune 


sosti- 


tuzioni nella proposta, avremo : 








* 


- 


*y« 


y 
* y 


-+."/" 


- 1 


u H 

X 


.7-1 


H-2«* R 


-I 






.• 




■ 




l 





la quale può spezzarsi in queste tre 
/3 = i h- a« 



» •» 



2?/ -f OC = O 

co — 300 == o 

I 

dalle quali si ricava 

"2 4 • 3 

zz = — • — f tf — O 

x a v ' 

-,=^2?^=r. , .rfscff=--«'- M H.yc: 

avremo adunque 

-Ha * -+> # -j- co : 

* y 

ed in conseguenza ( § .86 ) . 



•• • 



X 



Tom l '*:•'. P f 



« • 
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x y 

rappresentando y*( a?) una funzione arbitratria di $ . 

Per determinare questa funzione, facciasi y — o, ed avremo 

z — f(^)-+M ^w : dunque f(&) s= * — # — w : 
r espressione adunque per z ì sarà 



Cj + 'Jirll.j'fj H--(*-Ì-i)H-a — C)-h 



«•• fi 



H-a 7 (s -h^CjfH-*— i)H-a — C)— ■!(* — i) 



a H-3 *-« • 

Ora la costante svanisce da se medesima , poiché la somma dei 

coefficienti di — C è ( i h- a f = 3' , e perciò nella espressione 



suddetta avremo — 3 J 'G h- 3^G = o ; sarà dunque 



z =z H-ajr(« _, -i-4-*)H-a l .^~^(z ^^-^H- 



• • 



ijj-h» a3 ^-t-3,0^2 v " 

H-a(z -+ — («H-J'— i))H-a-s — a 

Siccome tutti i termini della prima fila orizzontale sono eguali 
all' unità , così per avere il termine generale di questa serie do- 
vremo fare nella ritrovata formula 

z = % = ec = 1 : avremo allora , fatte le opportune ri- 

*, o *-VI»0 

duzioni 



4)1*. -f-a ,r, .(*-l-j-f-i_)-i-ft-3' 
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Sesifaa? = a, i y = 2, avremo z =i-i-a.4«4*a.5 

3.3* — a 5 = 29 come apparito è nella serie . 

§. 103. 11 metodo d' integrazione che abbiamo dato al §. ari* 
tecedente è appoggiato allo sviluppo in serie secondo le potenze 
di /3 della funzione 

m .m . 772 m . m . Ciò potrà conseguirsi se* 

condo i diversi metodi oonoscinti , fra i quali dovrà l' Analista sce- 

Al 

gliere il più adattato alla natura della quantità m = — — • 

* * 

Solo qui avvertiamo che la serie è sempre finita^ quando il 

denominatore non ha che un termine , ed è allora composta di uà 
numero (n-i~i)(x — i) di termini . ■ 

Qualunque però sia il numero dei termini che compongono il 
numeratore e denominatore di quella frazione , se ne potrà ottene- 
re lo sviluppo nella seguente «laniera : 

k frazione A ^^- ^ -^-» ( ^V , 

sella quale A > B' ce. , sono funzioni di se , può ricevere sempre 
questa forma 

n A * x_ * 

X X X 

essendo n ,<i ,a" ce., & >b" ec* funzioni conosciute di x: *- 

x x 1 X X X * 

vremo adunque 



771 .772 .771 m .772 = '72 .72 . 71 . • . • 

# — i # — a * ~ 3 a i * — i x — 2 * — 3 

_*— 1 *— K * — 1 * — I <. 

...» .72 .a x ! — ; — ' Z5 — '■ — f«— ii —a^T* 

*— -I X—l ,K-~l , 

J4 4' JSP 1 -)- -*-/ B) 0""* 

^=i x ~ 2 , x ec. ec. 

- — ^ *— a * — a 

i : 
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Ora snpponghiamo che il -prodotto delle quantità complesse 
contenute fra le parentesi, sia eguale a questa serie ordinala se- 
condo le potenze decrescenti del /3 ' '/ . 

XX X X x\ x - 

ed allora tutta la difficoltà consisterà nel determinare le funzioni 
T ,T ,T" ecce. 

xxx '.••-" - * 

Per questo facciamo. crescere x di una unità , ed avremo 

X X * V 



*1 -+ b 9 fi —t-M Jà •+.,.,«+ b fi- 

x X x 

i -+„< a" 1 -+ -fJ H) {T* 

*~ x "*~* f X ec. ec, = T H- 



seguenza 



'UVA -*■•.-••***-! •* ... , 

L* equazione per determinare quei coefficienti sarà in con* 



'(T -t-T (T'h-T" ^*-4cc: ) x" 






T 



« • • 



T* f3- h-T" (3 <+*ìec. > là quale ordineremo, secondo le po- 
tenze negative di j3, ed eguagleremo a zero i coefficienti di que- 
ste potenze, per averne le seguenti equazioni 



T 

.*-¥ I 


-T =o 

X 


9 


• 


T 

X •+ I 


x , x *-H , 


-a'T = o r 

'XX 


» • 




-r h-6' T' - 

X X X + I 


-a T -±b" T 


— a" T =o 

X X 


rrv" 

X -+ 1 


— T'" H-à' T" 


— a T" h- 6" T 
* * * * 


— a" T' — f* 

•+1 * * 


b'" 

* 4 


T —a" T = 

X-\rl X X 


* 

a 


9 
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■T"" — T"" -+ b' T"' — a r F " -+ 5" T" — a" T" 

X -+ I X 4? 4P -M XX X. * -4- I XX 

V" T —a" T h-5"" T — <" T =o 

# 4PH-J 4P„ 4P. 4P 4P-H. xx 

di cui è chiara la legge.. 

Da queste equazioni ? integrato, che siano, ricaviamo 



T = 

X 


= G costante 










m X 


= C2a — Gb' 

X X 






• 




T" 

X 


* 4p_ 


> r - 

X. 4P- 


-2ò' 

4 


T = 


-. C2a" 

4P 




G2ò" -+ C2a' 2a' — 

X 4P, X, 


C2a 

4P 


2£' ■ 

*-• 


- C25' 

4P 


2a 

4P-J-1 




C2ò' 26' 

x x + l. 






è 





ec. ec% 

_ « 

Il nostro integrale sarà, adunque così espresso 

x>y * — i x — a. i. v rvv ' 4P rv * / • 

a; — 2 ) H- T" p(y-h ai— 3 ) -fc ec - )/ 

La costante G è = i , come può vedersi facendo j3 = o nel- 
la serie che abbiamo supposta per esprimere il. valore di quel 
prodotto . 

Se la natura dell' equazione desse a" = a'" = ec. == o , co- 
me pure li' = b'" = ec. = o , allora avremmo 

4P 4P 

T == i . 

4P 

T' = 2«' — 2i' 

XXX 

* 

T' =2a' T' ~-2ó' 1" • • % 

4P XX X 4P-* I 

T" = 2a T" — 26' T" 

* XX * *-+ 1 

T"" =2a' T" —25' T'" 



s 
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e se di più fosse ancora h' = o , cioè la frazione complessa si ri- 

ducesse ad i h- a' fi"" , allora sarebbe * 
T =r 

X 

T' =2a 

* X 

T' = 2a' 2a 

* x x 

T 7 " = 2a' 2a' Sa'* 

In questo caso è facile vedere che la serie terminerà dopa il 
termine T /3 inclusive: infatti questo termine T 

conterrà a? — i segni semmatorj che appartengono ad a . Ora 
quando vi è un solo segno sommatorio come .Sa , la serie cui que- 
sta somma è eguale, comincia da a t quando vi sono due se- 
gni sommatorj , comincia da a -ec; quando adunque sono a? segni 
sommatorj , comincia da a ^= a che -si considera zero , poiché 



si suppone òhe i prodotti comincino da« i e perciò T e ì suoi 

I ix 

seguenti saranno zero; T integrale adunque finirà al termine 

§. 103. Quando i coefficienti di una equazione a differenze fi- 
nite e parziali, sono funzioni di più variabili, T equazione non può 
integrarsi che per certe determinate forme di coefficienti . 

Sia per esempio da integrarsi Y equazione del «secondo ordine 



z -4- m • ti • z -)-p .z -*v 1 • n • & =0 

x 9 y y x x^ì t y *jr x,y+ì y x x-¥i^y^l 

nella quale m , n >p 1 £ , sono funzioni respetti va mente delle 

& * y y 

variabili poste in basso 

Per integrare questa equazione io faccio z = co . u , es- 

x 9 y x x ±y 



/ 
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sendo w una funzione di x da determinarsi, ed u una funzione 

delle due variabili x , y egualmente da determinarsi ; sostituisco 
nella proposta, e dividendola per w ho 

U -hfl*.-^ a H- p .u. -hi .— — ^^^X 

2; = o , 

* ■+ 1 >y •+ 1 

la quale determinando w in maniera .che sia * *~* 1 = 1 (ciò 

che è sempre possibile ) diviene. 

u *+m .11 H-P.^ H-Z-tf =0. 

*>y y x+ìi* r y **y~±i y x-*i,yj*i 

Questa equazione , avendo i coefficienti funzioni di una sola 
variabile, appartiene alle equazioni trattate al §, 101. 

Si potrebbero trovare altre forme d* equazióni capaci d* essere 
completamente integrate (a); noi però ci tratterremo soltanto a 
parlare dell'integrazione di alcune nuove equazioni da nessuno 
fin ora trattate , e per le quali non seno sufficienti i metodi d' inte- 
grabilità conosciuti ; queste equazioni sono di uua diretta applica- 
zione nella leoria degli azzardi* 

Abbiasi V equazione 

* n 

' *>y m x *—i*9—\ » x *-i>> 

nella quale * ,zb , n sono funzioni date di v> di a?j e dia; •— 

* y x x-~y 

y respettivamente . 

Per integrarla facciamo 

*>y v** x 

essendo 



( * ) Si Teda per questo il mio Opuscolo Analitico sopra l' Integra* 
zlone delle Equazioni a Differenze Finite: Livorno 179». 



mmujii»aii««3M»i— »— w— 
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y y y — * y-* i 

V/2 = Il .72 .71 ....... 72 

*-- > * — y x — y-i x~ y-v i 

Vl7l = 772 .VI . .772 . . . 771 

X X * — I # — 2 I 

. ed « , due costanti indeterminate . 

Avremo allora , facendo le opportune costituzioni , 



y jr — v * n > y y — 1 #*-« # — I 






# * — I 



equazione che divisa 'per il fattore comune 



■ ■ « 






v 



diviene a/3 = i -+ fi . 

Dà quest' ultima equazione fra * e £ ottenghiamo 

p = (*— i) = .i(i_« ) ve perciò 



sarà dunque 



£ = — £- £<« H-V« H-" 1 ^ * -h 



>(Ml)(>42)^-3 ^ 



2.3 

ed introducendo la funzione arbitraria invece dell' indeterminata 



X- 

* 


-y 


avremo 




Z 

X 


>y ~ 


. y * 

Vm 
x 


-*{*< 




y 


-a)-4- 


ec.}. 



|p(a?— y)-*-yp {x —y— Oh-^—^-Vc* 
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^i^esta espressione sarà l' integrale dell'equazione proposta. 
Per determinare la funzione arbitraria facciamo jr = o f ed 
avremo ( la quantica y* diviene allora y* ed h [ = J ) 

z = — — <p ( (i? ) , dunque <f> ( # ) = — ^ « ed in conseguenze 



z — y — - 



Abbiamo (Ietto qui sopra che y* .~ i ; infatti 



v y—P 



» .* ^ ....... « .« , ovvero 

y—f-y-j y-*-p — a - s i 



\7/» = -2— ^ — y ~* ?-^-., e facendo p = v » ' 

* ■ y y-i y—p + i 



«-.«. .0. K..K. 

y* sstt* =3 -£_JL_ — 2 — ? — , ? — ? ^ ! come noi abbia- 

no asserito , 

§. J04. Abbiasi da integrare 1' equazione fra quattro va» 
riabili 

*— J — « «. - - 

*, *-**>y>» 

*nel]a quale & » # > e >/ _ sono funzioni respetti vamente di 



* ~y u "*— y 



Facciamo z . = %'*V v/ »-j-« „*£• 






Tom. I G s 



/ 
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Y et = a m Tu ,•...•.-. a 

y y y — i y-* i 

Xfn = n -72 . n ....... n 

x~y x—y x — y*-i * — jf-a 1 

Tf 772 =z m .711 .771 OT 

* * * — I # — 2 i 

. ed «,£ due costanti indeterminate . 

Avremo allora, facendo le opportune costituzioni , 



equazione che divisa 'per il fattore comune 
y *-y g?~ l <P J 



x 



y 



diviene a/3 = i -j- . 

Dà quest' ultima -equazione fra « e fi ottenghiaaio . 

p = ( « — i ) = JL ( i _ « T ) ve perciò 
sarà dunque 

V* y** x - y C x-y ^x-y-l y ( y + , ) . »-/— a 



V __ * 



a. 3 ~*~ 



}• 



ed introducendo la funzione arbitraria invece dell' indeterminata 



x- 


-y 


avremo 




Z 

X 


>y ~ 


. y * 


-"{f( 




y 


-a)H- 


ec.}. 



-*>yp{x— y— \)-¥ y -~^<p{x 
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Qijesta espressione sarà l'integrale dell'equazione proposta. 
Per determinare la funzione arbitraria facciamo jr = o f ed 



avremo ( la quantica y* diviene allora y* *d è*= j ) 

z = —2-<b (x), dunque <f>(x) = — — z ed in conseguenze 






4 



Abbiamo eletto <juì sopra che ^* .^= 1 ; infatti 



v y — p 



» .* ^ « .« , ovvero 

'. f—f-r-l J-r-t — 2 3 1, 



« « 



T7n = J—Z — *-* ? — L e facendo p = v , 

ti* s y* = -Z—2L— — £ — ? — , 2_J =, ! come aoi abbia- 

no asserito . • 

§. j 04. Abbiasi da integrare 1' equazione fra quattro va- 
riabili 

• nella qnale n> x ,g >e ,/ __ _ sono funzioni respetti vomente di 

^^ ^p •• ^y ^^ 



»>,?,«>»— -.y — tf. 




Facciamo z - 

x,y>* 

t ■ 


__ y u J x—y — u 
vA * 

• 

m 


Tom. 1 


Gg 
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V7 A = h * h h 

y X X *— I .' J I 



« 



!) 



à « V ». 



Xje = e . e * .-■* ; . . e 

v # « ir— i i 

ed x » |3 e y quantità costanti iadeterminàte . 

Fatte le opportune sostituzioni , si ottiene fra. le- indeterminate 
suddette l'equazione */3y =y-f.^^0y^ dalla quale si ricava. 

t • ' • > • t « # • 

/» e* Oi >fc .... 



♦»•• 



*. «x^Sl 






sarà dunque, .'*•■••.• /' ': • .. " *' 



la. p H- * {* ) -f- ec. >. 

* 

Ora sostituendo in vece dell' indeterminata * p r una fun- 
zione arbitraria <p{x — u *y)i & quindi determinando il valore di 
questa funzione, avremo . \. 



Ve -V* . v/ f - Vh . ^ 



* 



; - * 
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jr— «i«*-tì 



Vg .Vf # — « — 2,_y,c 



y 

Vi Vh 

-» * -« X — 



Vg .ìjf _ • 4?— # — 2,*-tI,0 V# «*V/ 



* — «— 2,^ — a,o^ j 



per esprimere T integrale della nostra equazione . 
Per integrare V equazione 

ponghiamo * = — ~ — ** $ essendo al sòlito 

ya = a . a .a a .a 

y y y y-~ l y—* * i 



V* = e . e .e ....... e .e 

y X * X-i ^-2 21 



\- 



V c L ==c --C .e e le : - 

- v x-¥y x-iy x -¥y — l x -+y—&. 2 I 

facendo le opportune sostituzioni nell* equazione (e) , e dividendo- 
la per il fattore comune a tutti i suoi termini , avremo fra * e £ 
guest' equazione */3=:«h-|3, dalla quale si deduce $ = ( i — 
— i 

« ) , e perciò 



*— 3 . 

a H- ec 



•}-• 



introducendo orala funzione -arbitraria e determinandola come si 
è fatto qui sopra perle equazioni (a)>(^)* s'avrà- . 



*<+y 






L . tt - 
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m I 

L* equazioni 
f &).... 2 =t — 2-^—z ^t — * .z 



— Z> . %' 

( e ) , . . .• z = 5iL±*ìiì" z , *J!i*r& » * z 

sono* integrabili col tnedesioto metodo facendo pet la prima 

Véf .Ve . tf/ x y u * 

£ = — f — - — -« £ y ; e per la, secondai 

2; =es — L^Z^JLL?; — L^r^li? « k ■ ed onerando come abbiam 

X •' 

fatto' per le altre equazioni • > • 

Noi ci siamo trattenuti ad integrare le equazioni (a) >■(£)>(<?)>" 
(ci), (è) poiché esse damtio la soluzione dei Problemi sópra lb 
probtfbrlità , ( proposti e risoluti da La-*Grange' ( Atti di Berlino 
1775.) per il caso ttellit probabilità costante) quando questa pro- 
babilità è variabile. In una tale* ipotesi non erano sufficienti i me- 
todi di quel Gran Geometra . Vedremo tutto questo chiaramente 
nelle applicazioni agli azzardi che ponghiamo in fine di questo 
Trattato. 4 - • - ' 

§. rò5- 1/ equazioni che 'abbiamo* integrate avevatiò i coeffi- 
cienti funzioni di x e y> ma di una determinata forma : la se-^ 
guente 

az *+bz -H* . .»£ , " "=== ^ è- inte-» 

grabile qualunque funzioni delle variàbili - x V y siano* i coeffiefen- 
ti a , b % c ec. , ed il secondo membro T . Per questo facciamo x — 
y = xi^ x =^ w; avremo y^=u — u..$t adesso in vece delle due 
variabili cc y y si sostituiscono nell* equazione ì loro valori^ co, 
co — u y la funzione z diverrà una funzione di u e di w che noi 
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rappresenteremo per t . De Uè dn« variabili w , u > la u non va- 
ria òòì variare di x e di f, poiché è egnale alla lor differenza , Ja 
quale è costante quando x e y créscono della medesima quanti- 
tà : a>b, e ec. , T divengono funzioni delle variabili co , u che 
indicheremo per a \b\c eb. T'. 

L' equazione proposta 4 diverrà adtfnqtte 



a'.t -+t' .i -H -hp.t = T\ 

Ora è facile vedere che in questa equazione possiamo suppor- 
re a costante , poiché la sua variazione è nulla : i coefficienti allo- 
ra potranno considerarsi conte funzioni di una sola variabile w , e 
servirà integrare l'equazione in questa supposizione; in vece poi 
delle costanti che Y integrazione introduce , si porranno tante fun- 
zioni della variabile che è supposta costante, cioè tante funzioni 
di U) vale a dire di x — y . ti integrazione adunque dell' equa- 
zione propósta dipende da quella di una equazione a differenze fi- 
nite ordinarie a' coefficientr variabili , delle quali è stato parlato 
al Garp. IH 

Per farne degli esempj prendiamo ad integrare 1' equazione 

£ • = xy*z , ovvero % facendo crescere le variabili di un* 

*<y u *— r,y-i 7 7 

unità , r equazione 

( x h* i )(f-i*ty& . — Ti = ó . Ponendo in quest' ul- 

x 9 y x «T- \ y y •*• i 

timu equazione <o per x e w — u per y , abbiamo 

(:oH-f\fco — ttH^r) a f — t — o; la quale è una equa- 

zione a: differenze finite del primo ordine, il cni integrale nella 
supposizione di u costante , è 

t — Ci .a 3,. ...... ;w(i — u) z (2 — w)'(3 — w) 2 (co — 

tt) 1 i e perciò ponendo 0(a; — j) per G, a? per 00 ># — ,y per u y 

a? H* ^) a jf che è integrale completato con una funzione 

arbitraria p (x — y) . 

Ter un secondo esempio , proponghiatno V equazione 
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x.z'.z -hx.z — (x* — 2)2 = X> essendo X 

una qualunque funzione di ar . 

Facendo s = » , p h- u , avremo f dopo aver fatte le debi- 

#,Jf X ' X v 

te sostituzioni e aver diviso per il fattore comune /3 ) per deter- 
minare oc questa equazione 



et 

X 



X 



= * •r^r~- L T7k> ovvero 

1 * (** — a)>3* 7 



* — l 



« ==g .— a * . />| (y H-a fl ); ondp 



X 



— I x ■— 2 — 1 * *— I 

) ( 1 -+ a "i(8 .)...;....( 1 H-a/3 ) ; questa equa- 



zione secondo ciò che è stato détto 'al §. 102., diviene 

( *•■— .!)(* — a) 3.g- ' Q~^*~ 1 } f rj. fl"' v 

V (<* — !)*<-.»).«*— 3)' — s) (»»— a) P •> . r A 

2)2 — i- 13 2a 22 h- • • • H-p 22 22 22 .... 



22 ); ora .eseguendo le integrazioni , abbiamo 



22 



* 2 J 



V 



2 — I 



2* _ * a** 

2 2,2 = 



(*• — J)la-.i) 
#_ *_ x &* 



22 22 22 1 



(2 s_ l)(3 »_ l)(a _ l) 



22 2)2 2*2 



2 «<*-') 



dunque moltiplicando T espressione di « per J3 , ed osservando che 
per il medesimo p possiamo prèndere qualunque funzione arbitra- 
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ria àiy rappresentata per <p (j) 7 avremo l'integrale della propo- 
sta così espresso 



3(^ — i) — O-f^ .,)^,^ - 3(^~0- a) 

«))}- 

Là quantità poi # è data da questa equazione 

* ( a%f~ r ) u — (a?* — $)u ,=X; sarà per tanto 



■••»•• 



§1 106. Esponghfamo adesso il metodo immaginato dal Geo- 
metra La -Place per . integrare^ V equazioni a differenze finite e 
parziali a coefficienti funzioni di una sola variabile ; metodo che 
si trova nel Toma VII. delle Memorie presentate all' Accademia 
tK Parigi 1 . Supporremo in questo che la forma delle equazioni sia 
tale y che le variazioni di x e di y siano negative, essendo facile , 
ridurle ad avere le variazioni positive r quali le abbiamo conside- 
rate fin ora. 

Sia proposta adunque T equazione 

(A> z ==A z H-B z h~C nella quale A , 

x % j x x—l,y x. *,y — * x* . * * 

B 9 G sono- funzioni date di x\ Se in questa equazione facciamo 

XX 

a? == r > avremo* 

z =À z -4-B z -*-C \. e ponendo una' funzione qua- 

lunque (p( i y) per « > sarà 

(i) 2r =A 9(^)H-B .2; _ H-C • Se nella proposta si 

£1 jc = a» avremo 
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(3) z = A 2; h-B z -kC > e scemando in questa 

v J 2 9 y 2 ì % } 2 a,J — I a ^ 

equazione la ^ di una unità, si trova 



z =?=A z m H-B * ^j.C da cui si ricava il valore 

2,y — i a l,jr — .1 ? 2,^ — 2 2 rr 

di z che sostituito nell'equazione (i) 4 darjt 

nendo ora questo valore nell'^equazione ( a ) , ella . si cangerà in 
questa 

(A')....s — (B -4-B )z -t-B .B .z =À(Apx 

( y ) H- C ) h- G ( 1 Hh B ) . 1/ equazione (A ) d^ aacora 
( 3 ) • • • • * = A . z h-B.js h- C % da cui si ricava 

7 3»> 3 2,jr 3 3.J— * 3 

£ =A .z . -+B .z -4-43 

3jJ — 1 8 2,^-t-j 3 SiJ' — a ' ? ' ' 



jb =A .z h-B 2; -f-C . 

3»^— a 3 2,;-s 3 3>^ — 3 {J • • . 

Se adesso nelK equazione ( A' ) si sostituiscono i valori :d£:* 
s *s ricavati dall' equazioni precedenti, otterremo 'fan:* 

a.J-^I 2, ir — 2 * L 

valore di z ai quale essendQ costituito nell'equazione (3) l§u. 

cambierà nella seguente 

(AM....Z -~(B -+B -*B )s -*(B (8 -*B')~f 

v ' 3>J Ti 2^ 3 ' 3>y — i v 3 v 'i 2' 

BB)« ft ~B B B s = A (A rA ©(^)vì. 

C)h-C(i— B))h-C (1— B — B h-B B ). 

1 ' a v 2 yy 3 1 2 } <% ; 

E x facile v,edet;e ehe se indichiamo per u $ secondo mem- 

bro deir equazione ( A' ) e per u quello dell' equazione ( A 1 ) 
sarà 

li =A u H-C(i^S^fiH-BB). 1 "• 

*,y 3 \ % y 3 V 1 2 1 2' 

Continuando a fare uso della proposta (A)> avremo 
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l(4) ••••-* = 


= A .z H-B .3 H-C e quindi 
4 3,J 4 4>j — 1 4 * 


Z = 


= A .3 H-B .z -f-C' 

4 3>>— 1 4 4,y— 2 4 




4 3^—2 4 4i> — 3 4 


3 .= 

4,7- 3 


= À ..z -+B .»" H-C 

4 3>J— 3 4 4>? — 4 4 



»3* 



queste, tre ultime equazioni danno i valori di z y z % 

3 ì y — ■ 1 3 %y-~% 

z i quali sostituiti nell'equazione (A 2 ), daranno una equa- 

zione da cui si prenderà il valore di z per sostituirlo néll* e- 
quazione (4); fatta questa sostituzione troveremo questa -equazione 
(A 5 ).... z — (B -*B -+ B h-B )x h-(B (B -hB -h 

v •' 4»J V i 3 3 4 y 4.>— I V 4 V 3 * 

B )h-B (B h-B )^-B B )* — /B (B (B .+. 



B WB B )h-B B B )z 4BBBBz = 

2' 1 2 J 1 a 3 y 4»J— 3 1234 4»jr— 4 

A u H-t3 (1— B — B — B h-B B -+B (B h-B ) — 

4 2,7 4 V 1 a 3 23 4 V * a y 

BBB) = M . 

Continuando il medesimo andamento > si vedrà facilmente che 
giungeremo ad una equazione di questa forma 

(B)....z — M z h-N z — P -*• 

nella quale a? è considerato come costante: questa equazione po- 
trà trattarsi perciò come una equazione a differenze ordinarie a 
coefficienti costanti . 

Esaminando i coefficienti delle equazioni (A x ) , (A 2 ) , (A s ) ec. 
vedremo che per determinare M ,N si hanno le seguenti equazio- 

XX 

ni del primo ordine a differenze ordinarie 
M ==M h-B 

N =*N -i-B M 

Tom. I. H h 
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P = P h-B N 

ec. 

T = T h- B S 

* * — I X JC—l 

u =A u h-C (i— ivi -f.i\ —P 

rfcT ). 

L' integrazioni di queste equazioni ci danne» 
M =2B 

X X -hi 

N =2B 2B 



ec. 



2B 2B 

#-*- I jrH- I 



....:. 2B * i segni, soramatorj nel 
valore di T sono di numero x * 

X 

L integrale poi dell' ultima equazione r . considerando la y co- 
stante , è 

.*•=*. (C — 2e. x 

(-I-+M -N -+P - ±:T ) 

* — * — * fLc ): 

C è la costante arbitraria che porta Y integrazione , la* quale può 
essere qualunque funzione di y , e perciò possiamo fare C =.<p{j). 
Così tutti i coefficienti dell'equazione (B), come pure u sa- 
pranno determinati . 

Consideriamo ora le equazioni ( A 1 ) > (A 2 ) , (A*) ec, e ve- 
dremo che se prendiamo la serie B , B , B , B il coefficiente M 

è eguale alla somma dei termini di questa serie ; il coefficiente N 

è eguale alla somma dei prodotti dei termini della medesima serie 
presi due a due ; il coefficiente P è eguale alla somma dei prodot- 

X 

ti dei termini presi tre a tre ec. , ed in fine il coefficiente T è 



\ 
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eguale al prodotto di tutti i termini delia medesima serie ; così que- 
ste diverse somme saranno espresse dalle formule integrali trovate 
per i detti coefficienti . 

jRer integrare adunque V equazione (B) supponghiamo che y 
:a,in tutta l'equazione della quantità x , ed essa diverrà 



cresca 

z —Mz h-N z — . . . . 

x,y-+x x x 9 y-*x—i x x t y-t-x-~2 

=± T .Z =71 

* x 9 y x 9 y-¥x 

"la quale ( riguardandovi x costante ) paragonata .con quella del §. 50. 
,Cap. II, ha per l'integrale completo. 

« 

z =£ 2^-2^ 2* 2-^*^: i segni 

et .a ' 

soramatorj hanno .tutti rapporto alla variabile j-Xe quantità »>&' 

ce. V sono tante funzioni determinate di a;, le quali rappre- 

sentano le _x radici di questa equazione 

**_M /~\-4-N *~* — P *~ z ~*. =±T =0. 



XXX X 

Ora per ciò che abbiamo detto sopra , è facile vedere che que- 
sta equazione non è altro che la seguente 

(._3 i )(._B j| )(ìi-B 8 ) («-B^K— B # ) = o; 

jsi hanno adunque questi x valori per , * = B , * =? JR >a " = 
B % ec , 

a = U : sarà perciò 



B? B* B* B* u _^ 

z ,,, = r2f 2-f 2 --i- 2 -it" e qoesto sa- 

' 7 * B-; B* B 7 B 7 

ra 1 integrale completo dell'equazione proposta (A) a differenze 
parziali . 

Siccome il trovato valore per z contiene un numero x di 

1 *,y 

segni sommatorj , questi porteranno un numero x di costanti arbi- 
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orarie r Iè quali potranno essere funzioni di x . Si determi net anno * 
tali funzioni sostituendo il. valore che trovasi per z- nella pre- 
posta (A) v e paragonando i termini omologhi per rapporto a/.. 
Ciò si renderà chiaro per mezzo degl'esempi 

Ancora l'equazione del §. 101., che è del primo ordine l'ap- 
porto ad x r e dell'ordine /z rapporto-a^y» può integrarsi col mede- 
simo metodo, ed egualmente si trattano l'equazioni del secondo or- 
dine; noi però non ce ne occuperemo,. poiché ciò che abbiamo det- 
to, fin ora. v serve a fare comprendere ai nostri Leggitori lo spirito 
di un tal metodo . , 

§. 107. Per applicare- il metodo - a qualche esempio sia pro- 
posta: T equazione 

z , —x^.z -+»z . Paragonata* questa equazione : con 

x,y x,y,— i r~ity 9 ^ _ 

quella del §, antecedente, avremo A = 1 , C = o , B = x 1, , onde- 

Jt* X' X' 

sostituendo questi valori. nelle formule dell'integrale date al sud-* 
detto § , avremo 

T = ** -a? • 3* • 4* x % >>u m — P(y) = 

■* x »J 

a > * = 3 ec. r a == oc , onde 

*,y lVa'.S?.^ **' 2J 2jr «JF 



2»' »* = I a >*-' 



• • • •■-.»•- 



2' 3 



• • • f ^ • 



2..£»£±*- 



(*— 1) 2> *?' 



1*— 1; ar- 

se facciamo z = 1 qualunque sia la y t avremo 






r espressione allora di z , eseguite 1* integrazioni , diviene di 

x *y 

questa forma ( Cap. II §. 6*. ) 

*,y x x x . * 

H- A ( a? a / , nella quale A , A' ec. , sono le x costan- 

X x ' A XX 
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ti arbitrarie, funzioni in questo caso di x> le quali sono portate 

dalle integrazioni. Per determinarle , secondo ciò che abbiamo 

detto sopra, si prenderanno i valori di * y z , e qùe- 

*■» y ■"■ * x-~~ 1 5 y 

sti saran ne 

2. = A -}-A' .a v -+A .3 -*> • . . . 

x,y—l x- x \ » u 

■+-A, (* ) 
« = A -+A' .»*-»* A"' . 3 2 ' -+, .' . . 

Sostituiti tali valori e quello di z nella proposta, avremo 

x 9 y 

A h*A .a v H-A • 3 H* -• • . •■ • --H- A 'tf' = #*A «4- 

X 3S X X Jff 



a? A .a - '-t-. ...... -j- a? A (* j -f*A- 

* * N ' X—l 

*y . a(*— 2), ...2j» 



A' .a.% -+À 1- -'(««-r)^. 

ed eguagliando a zero i coefficienti delle potenze omologhe dei nu- 
meri 2,3,4 ec. , sarà 

A = ^A -+A , 

X X # — I 

a*A' =a?'A' h-2*A' , 

# « X — I 

3' A" =**A-' -+VA" 

ec 

(*- 1 rA^^^^A^"^ h- ■(*- 1 ) 1 A ( "- 3) 

X Ji = a? A 

Queste equazioni servono a determinare le funzioni A , A' ec. 

X X. 

Iia quantità A rimane però indeterminata. Si ricava adunque 

per mezzo dell* integrazione 



/ 



I 
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* "7 (■»-»" HI -r-_3')(i -.4* )>.... (!—,*•) -A-, 

A' j a »(»-i ) 

= ./-t-« — r— — £— . A'' 



A l *"" a) = (*-')' a ( *~ 2) 

Al* — AC*— I) TI 1 

A - = A .11 valore per tanto di z , sarà 

z = f a 

*,J (*-» a, )t'- i ..3 t ).... ,(! — *•) x 



• * 



(a* -3') (a* -4*) («»-*") * "^ ' 



8* ( «*' 2«> _A"-4- ^A ( — " 2 > 

(3 a -4*)(3*-5 l ).....(3 t ->) 3 ""** * ' -*. * 

Per trovare le quantità A ,A' ec, conviene che siano dati 

. i ■ .a 

i valori di s , come or ora . vedremo-, Siccpnie una quantità qua- 
lunque a* — a?* si scioglie ,in questo prodotto (a-hx)(a — x) 9 
cosi potremo , sciogliendo in fattori semplici tutte le quantità che 
formano i denominatori della .snperior formula , dare al valore di 
z questa forma 

x,y * 

z ==* ! ; (\ 3-4(*- '* v % 

*>J "i.a.3 (.*— 1)3 (*.rn) 1 i .*-*»~" A ' * ' '■• 

a* 1 *"*"' -9 ^' -4- 3- 4. 5 •<"•(*- aì( *-jj »U.-»;^ 8> A« 

3 (*rH)(*+3) ' 3 .• A g •'•• 

3-4S.6.i.8.(x — 3)(* — a)(y — n »(* •+ ^ — 4) *„/ 
(*-+a)(*-*-3)(*-+ 4 ) 4 A ^ 

Quando a; — i è dispari, si prende il segno ioferiore, quan- 
do e pari, il superiore. 

Facciamo adesso x = 2 , 3 , 4 ec, e £ = "o", ed avremo 
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z = — JL(A — t^vÀ' )— — ~A h~A' 



3,0 2.3.4^ 1 5 ' 3 5.6 3/ 2.3.4 1 



21" A' -+A" 

5 a 3, 



Dalle quali sono dedotti i valori delle* quantità! A' , A'' ec. 
Per determinare pòi là quantità A che rimane in queste equazioni 
indeterminata v facciasi x = 1 nella formula*. 

a A / 2jr A „ 2jr a(*~ O V 1 

2? =A h-A .2 H-A .3 H- H-A a? , ed 

*,J * X X - **' JC 

avremo- 

z = A ; siccome poi A deve essère funzione della sola a;, co- 

sì facendovi x = 1 » sarà A una costante. Per vedere come Te- 

1 

spressione trovata per z soddisfaccia alla proposta nei diversi 

x *J. 

valori che possono avere le variabili x , y r facciamo x = 2 , y = 
2 , T equazione proposta diviene. 

z = 2V H- z : ora là formula dell* integrale dà 
2,2 2,1 1,2 & . 



2,3; 3 * 4 2 y 

, • . » # » 

z =-I(A — A-i^.A' ) 

2,1 3 v * 4 a 

5? = A , e T equazione 
j 2 2 1 

& =2 2 z H- 2 diviene identica per la sostituzione dei*valori 

2,2 2,1 1,2 r 

2; ,2; , z . L' istesso varrebbe per gli altri valori che posso- 

2,2 X y \ 1)2 

* - 

no prendere le- variabili *x > y . 

§. 108. Terminiamo questo Capitolo col dare 'la soluzione di 
un Problema che appartiene alla partizione dei numeri , per pren- 
der' occasione di parlare di. un nuovo genere d'equazioni a diffe- 
renze parziali, del quale non abbiamo fatto parola . 



o 
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Sia proposto adunque di trovare il numero delle maniere, 
nelle quali un numero qualunque y può essere la somma di a? 
termini della serie naturale 1 > 2 , 3 ., 4 ec. ,, o eguali diseguali 
fra loro. 

Disponendo per ordine tutte le maniere , nelle quali il nume- 
ro y può dividersi in x parti eguali o diseguaji , ne pasceranno 
le seguenti serie 



« • 



• • • • 



1 _x. 1 _j..i ~j- . . . .4. 1 _|. 1 _{. (3/ — a?H-'i) 

l'-f.&«f.(jr--tt) 



jec. ,ec. 

IH- a-fa-hO — * — 1 ) 



ce. ec. 



a 

a H- 4-^(^-- aa? ) 



<ec. 'Ce. 

a H- 3 -*• 3 H- C? — a*) 



" ec. ec 



3H-(,y--#— a) 



>(«) 



ec* ec 

•IH-3H-3-K* — * — 3) 
. . -f-4-f-(j' — ^ — 4) 



H-aH-aH-(^ — aa-t-a*)^ 
3-*-(^ — a*H-.Oj 



4-^(^ — 2^—0 
ec. ec. 

. . -t-a-h4-H4H-(j'— aa?— a) 

5Hh(j — »*— 3) 



>(*) 




(e) 



CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE CAP. IV. $39 

y = $-h$-h$-i- • . • •.. H* 3 -*• 3 -*- 3 -*- C? — 3x-ì-3) 

ce. ec« 

. . ..... H- 3 H? 4 -<- 4H- (j 

M-5H-(j 

ec. ec. 

;....... H-3H?$-i-5<+0' — 3*— 'O 

......,.>.•.- H^6«-i-(j' — ga? — a) 

<€C» co» 

In tutte quelle serie che sono -composte di x termini 9 tutti i 
-numeri bevono essere combinati in tutte le maniere soddisfacenti, 
purché il primo termine resti sempre lo stesso. Le lettere a^b^c 
.ec. esprìmono il numero. delle serie corrispondenti., e quindi il nu- 
mero delle maniere., nelle quali il numero y può dividersi in x 
♦parti , ,è =.a -4- b H- e H-ec : ora è chiaro che a è il numero delle 
njaniere nelle quali il numero^ — i può dividersi in a? — i parti, e 
le altre serie è, e ec v , sono tali che il valore di b ,c ec. sarà lo 
«tesso , se ad esse sostituiamo le seguenti serie composte di x termini . 



; 



♦ <-*• i h- a h- ( y — 2») 



*•,*••*#** 



• ... H-3-*Cy— -a*— i) 
ee. ec. 

iH-a-fa-f^ — 2x — i) 



• * • • 



*»••.#• '#• 



• • • H-3H*(j^ — *x — a) 
ec. " ce. 

-*• I H- 3 H- 3 H- (j' — 2x— 3) 
> .......... . -1-4-*- (.y— 2» — 4) 

eo. ec. 

Tom I. lì 
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2 



• • 



•. *. ♦ 



ti 






4-K? — 3*1 



ec. 



ec. 



* 



• • 



. •*•• H-2Hr3-*»3H-(.y-T3*) 

(^ — 3*.- 



•k ft. 



« • ». 



y) 



\{c) 



ec. 



ec. 



• • 



• • 



• • 



* * #. 



«. •> 



a-M-MH-O?-- -3* 



t % «. • *. 



-**5-*~0? 



zx 



a) 
3) 



ee. 



ec. 



j 



Si vedrà faettmente che tutte- queste- seconde- serie- rappresen- 

'tauo le maniere,, nelle quali- il' numero y — a? può dividersi in x 

parti : infatti ponenda nelle prime y — a? in. luogo. di>. ne nascono. 

le seconde; tfunqne il numero delle maniere nelle- quali il numero. 

" y . _ x può dividersi 'in *■ parti , j b =?= b ~h c-.-f* d h- ec. 

Ciò premessa se z "• rappresenta .-il 1 riuraero, delle; maniere 

inelle quali può il unmerojr dividersi in * parti,, avremo, per. scio- 
gliere il Problema da integrare quest' equazione 



; = z ! . - 

x,y; x—i,y — i 



• • 



V ' M. 



•Quest' equazione è di un: genere- differente da quelle- cne- ab- 
biamo integrate superiormente : poiché in quelle le differenze dell a 
e dell' y erano costanti, ed in questa la differenza dell ve variabi- 
le ed eguale ad « . Tal sorte d' equazioni ha insegnato il primo ad 
integrare il Celebre Dott. Paoli in. una sua Memoria inserita nel 
Tomo secondo della Società Italiana, e se ne è servito, per la riso- 
luzióne dei Problemi , die riguardano la partizione dei numeri; 
Problemi sciolti in parte con metodo mena diretto, da Eulero nel- 
l.i sua introduzione all' Analisi degli Infiniti . < ^ 

Occupiamoci adunque dell' integrazione della ritrovata equa- 
zione a differenze finite. e. parziali; facciamo per questo z^ y = 

a tf , essendo « una funzione di x da dea* minarsi , e /3 una co- 
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stante parimente da determinarsi j sostituendo nella proposta e di- 
videndo per i/3^,,. avremo per determinale » quest'equazione a dif- 

** 09 

ferenze finite 



et — *■ <* 

* 1-/ST* *- ! 

.cui soddisfa , . . . - " . 

d — fl ■ - ■■ — • 

Supponghiamo .adesso che il denominatore della frazione che 

moltiplica fi~* -, sia decomposto nei suoi fattori di primo grado, e 
questi siano 

1 — opT 1 ., 1 — b$~ i 1 — c/3~~ > 1 — e|3 €c> ciò che equi- 
vale a dire , siano a y b,c ec. , le radici dell'equazione 

( 1 — p" 1 ) ( 1 — fT 2 ) ( 1 — P~ X ) — o^oì valori che 

si troverebbero per fi risolvendo queste equazioni i — £ 
.1 — ff~ 2 = o , j — j3 3 = o ec: avremo allora 



— J 



* (l-*/* f )(l-*^ ! )(I-^ 1 ) 



. — Jt 



Questa -ultima frazione che moltiplica # -, si riduca in serie 

.ordinata per le potenze «di fi * Per ottenere , questa riduzione 
pongasi 



U-sfi l )(l-W *)( 1— 4T/3 J ) 



A'" fi -i-ec, 



e prendendo i logaritmi da ambe le parti, avremo 

— {Z(i^_ a /3 _, )H-Z(l— hf } )+±l(\~- c/a -l ->H- .) 



"~ f A",, - " 3 ^'"^-"3 



J(Ah-A'/3 H-A"p '-t-A'-p d -*-ec.) 
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Ora qucst' ultima equazione essendo vera per qualunque valo- 
re di /3 , sussisterà dunque ancora se in vece di /3 si pone ^(o, 
essendo io una quantità qualunque : avremo per tanto 



— In i, * , . .—a 



— {Z(i— <z(/3H-w) )H-Z(i— 6(/3H-w) )h-Z(i — c(Ph- 

w )~*H- A'"(/3H-wr 3 -i- } : 

sviluppati i due membri di questa equazione secondo le potenze 
dell' indeterminata co , i coefficienti delle respettivc potenze di w 
s* eguaglieranno fra di loro % e prendendo Y equazione che ci danno 
i coefficienti della prima potenza , avremo questa nuova equazione 



— — <a — .•* — ~*\ • 

" / 



<-J — a/3 l I — */ì ' i— r/3 ' 



A'/3~" 2 H- 2A"0 ^ -+ 3A"'/3 * 



A -*• A'/3~* ' -+ A»£ 2 H- A'"& 3 -¥ ec. 



ovvero 



I — a& l l— */3 ' l—r/3 ' 






A'-4-2A"/3 l H-jA'"i8 *■ 



A-4-A'jS '-*-A"/3 2 H-A'"/3 3 -*• 



Sviluppando ora in serie le frazioni del primo niemBro > 
avremo 



— i 



a -h & -f* e -h ec. -h ( a" H- &* -*- c**-ì- ec. ) /3 -t- (a 3 -*- fi 3 H* c? ""*" 



— 2 



« 



ec.)/3 -^-(a 4 -f-ò 4 H-c 4 H-ec)|3 



A' + 2A"/3 ! H-3A'"/3 3 



A-+A/3 ! h-A"/3 2 H-A"»/3 3 



ed indicando per ria somma di tutte le prime potenze delle radi- 
ci a y b , e ec. , per r quella dei quadrati , per r" quella del- 

le terze potenze , ed in .generale per t quella delle potenze 



esime 



m -+• I ) > s avrà 
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/«— * . "n —a . inn— 3 



t-+t% -hr'fr -hr"'£ * H- 

A' -+ 2A"/9~" * -+3A'"i3 — 3 -»-... . 



« -•. • »•• • « • » 



A -4. A'0 l •+ A"/3 2 •+ A"'j3 3 -+ 

Quest* ultima equazione ordinata secondo le potenze di j3~ , 
ci dà le. seguenti equazioni per determinare i coefficienti A > A' , 

A' = Ar 

a A" = AV -h Ar r 

3A"' = A"r h* A V -+ Ar" 

4 A"" = A"r Hr A V Hr Ar" -*■ Ar • ' 

ec 

La quantità A poi si determinerà facendo' (5 = o nel valore 

di ec . 

X 

Dalle precedenti equazioni si ricava 

A'' r' . r • 

— = H r — 

A 3 2 



A 3 3 v a a ' 3 

A .4, 4 • v a. * a ' 4 v 3. 3. v a a ' 3 ' 4 

ed in generale 

(w-f-l) r («*) r (i»-l) ,,. r (m-2) 



A 



*f -r 



r f r * »* r 



,(« — 3) /r^" r » 



(^^''T)-^n— , -(-? H - r '3-^ 



/ r ' * \ r v V J/ fr'"' r» , r' r N r' 



\ *^ 4 ) e ••///# ^#// 



5 ^ 5 



a 4 a ' 5 v 3 3 v a ^ a y 3 y 5 L 4 



\ 
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4 V » * ' A K 3 3 K 2 a',3 4J5/ 

J*-5) 



*w -t- 1 



* J* t/O* 



Ecco ]a legge che •osservano fra loro i diversi termini di que- 
sta formula, la cui forma è 



Si ottiene il coefficiente B del secondo termine, ponendo nel 
primo ro — o; il coefficiente G del terzo, facendo nel primo e nel 
secondo termine m = 1 , e generalmente il «coefficiente del termine 

(pH-'S) facendo nei termini antecedenti m = p. 

Trovati i valori .dei .coeffiGjenti t K\ A" , A''' ec. , avremo 

x,y ~ 

è per il ragionamento fattp(( §. 86. ), troveremo 






A>(,y- J »- i 3.,).4-.ec. 
ovvero > poiché facendo ;/3 =,o .-abbiamo A = i , 






§. 1 09. Troviamo adesso gli, effetti vi ..valori .di A' , A" , A'" ec. 

Le diverge potenze delle radici delle. equazioni |3 — i = o, 

p 1 — i =0, p J A- ; i=o, p 4 — 1=0, ...... /3* — 1 =0, sono 

' espresse dalla Tavola seguente 
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Putenze 



Equazione i* 



'*' a* .3* ; 4*:- 5* •# 7* 8 l 9» 



ec. 



3* 

4' 

5 a 
óV 



i 



.o 



Q 
O. 
O 
O 

ce*, ce* ce*. 6C*. ce* ce* ce» ce* ce. 



o. o. o 4 

5 o o o 
o 6 a o 



Còsi la, prima fila verticale di questa Tabella* sommata , ci 
dà il valore di r;. la seconda* sommata, ci dà il valore di r; la 
terza quella di r"; la quarta quello, di r " % e così, di seguito. 

Ora è facile il vedere che la somma delle potenze m 
delle radici di tutte queste equazioni * ovvero, la somma della co- 

della Tabella superiore >, potrà esprimersi dalla for- 



estme 



lonna nt 
mula 



esima. 



m 



m 
IT 



tu- 



•. • • •.•«.• 



m 



'-> purché si rigettino tutti i 

_ * 

temimi fratti, e qnei che sono maggiori di x: questa formula co- 
sì intesa rappresentiamola col segua fa» ed avremo, qualunque -sia 



.(* — «)■ 



(m) 



m> r- ' ' = J/n-, ovvero, r "" = ^(oth- i )• 

Sostituendo adunque i respettivi valori di r<,.r\r" , r" ec. nel- 
le qui sopra trovate espressioni per i coefficienti A' , A" , A"' ec. , 
avremo* 



A*=n 



A" 



J2 



il 



/// 



a a 

3 3 



$4 



f «3 



a ' 3 



ed in generale 



*. 
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-t->i ii^^il -* ( £ h- * ÌL) ììé^J^. ria ^ ... . 

•w * v a 2 y « \ 3 

3 ' 4 L 3 3 • v a 3 ' 3 J 4 / w ^-r- ^ 

Così neir espressione 



che si è trovata per z , la funzione indicata da p è arbitraria , 

ed i coefficienti A' > A" ,ec. sono quaptità pumqriclie conosciute 
per le formule superiori. 

Facendo x — 1 t abbiado *$! = A'' = A'" = ec. 5= 1 : 
dunqnQ 

e ponendo y — 1 in luogo di y^ sarà 



z » i i—Pi? — *)-**$& — 3)-*~<p(y — 4)H-ec.j 

Ora sottraendo queste due equazioni , una dall' altra , avremo 

dalle quali si ricava 
<f>(y — 2) =a • — z 



PO' — 3)=** r-X 



• • • » » • • • • » - » 

A ( I ) = z — z. , 
© (o) = z — z . 

Y v ' ' » » 0,, t 

^ v ' o,I — I, I 



CAI/SÒtÓ t*tLK OHVBBBK3E tttJÌTt CA.P. ir. 247 



• ' A »» * • .f » 



f(~ P) = Z -, ~ Z 



■+1,1 -^.1 

Ma dalla , natura del Problema si deduce z = 1 se > è po- 
sitira, 6 \ ••* ■' • 
2 s= .© «eh jf h !zqco «0 negativa , «dtMKpae 

a(v — l) = Z — 2 .=1 — * 



« »■ 



.*(* — .a)=i-t=o 
^(J'— .3) = ' — «=° 



4 ())== 1 — 1=0 

p(o)=* — 0=1 






*(.— a) = o 



• «* > 



cioè sa(j') è == i nel solo caso di jf=o, negli atltri casi è sem- 
pre = o . x 

Avremo perciò z = al coefficiente <Ji ^(P--) * il qiaale se 

(su ) 

^npponghj&mo <che sia A * avremo ^ — a? — w = o, cioè /a == 
y — x > e quindi 

*•? f-r* y — x v 2 2 ' .y — x 

{^h-Ji £?-K^-*- >i *)*>'<*■— a> ^ /** _*. ji S h- 

*• 3 3 v » ' a'3^ > — * ^ <• 4 • 4 



Tb/7l. /. K k 



f r 



~3.^8 . » A Tf JiW A:f . I C A ; » U IH ME . 






, CO. ? V : 1 

y — x 



ef chiama,, per esempio, in quante maniere il" mimerò diciot- 
to può dividersi in sedici parti; avremo «=16,^=18, ^(y '-«- 

a?) = *2 = 2H-i=3: quindi z ''. • tr=^l-+ ± =- a : queste due 
maniere sono le seguenti , , 

18 = 1 -+; 1 -M-M4Hl4l4H"I4H-Hl-fH- 

2— t-a . 



Cerchiamo adesso in quante maniere, si può dividere il nume- 
ro 9 in quattro parti ; sarà x = 4 , y •== 9 , ^(jy — * ) =^5 == 1 ». 

^4 = 4H-2H- 1 = 7» £3 = 3-^1 =4> J» = a.-i-V="3', fr == l. 
Onde il numero delle maniere dimandato sarà 1 - : 

0.4 5 5 v a a ' 5 v 3 » . » a ' S ' .5 

*44 v »a'4 v a a v » *'Z J 4*S> 

• » • 

5555 • • 

Si pnò dunque comporre il numero 9 con quattro parti in sei 

^differenti nianìere : . , v ■- 
queste maniere sono le seguenti 

# 

9=iH-2-i-2H-4 

< 

9=lH-2H-3H-3 

* : 9~2-^2-|-2-t-3' 

Nella sopra citata memoria si troveranno molti interessanti 
Problemi dello stesso genere.. i \ 



1 t • . .. 



!' 
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■ 

1\ APPLICAZIONE 

m 

Del Calcolo delle Differenze Finite 
alta Teoria degli Azzardi, 



% 



§• l * ' jVT'OI abbiamo fatte tratto tratto in tutto, il Calcoi- 
JJ* lo delle Differenze Finite diverse applicazio- 
ni alle combinazioni, alle serie, alla partizione dèi numeri - . Le 
applicazioni alla Teoria. degli Azzardi, e delle probabilità, ed al- 
la Geometria^ abbiarap creauto bene, di darle a parte, precedute 
da una breve Raccolta .di Nozioni necessarie per ben comprenderle . 
dosi i nostri Leggitori non avranno bisogno di consultare alcun 
Libro per ricercarvi i principj che servono di fondamento alla sti- 
ma della probabilità degli eventi. 

I. Si chiama Certezza Y aspettativa che si ha di . un evento 
«q il motivo di credere che succeda questo evento , il quale doven- 
do accadere , non pub accadere in una ^maniera diversa da quello 
.die si desidera: cosi se in un'urna si hanno cento palle uejè' sòl- 
tanto-, T espettati va che si ha d'éstrarre una palla nera, quando si 
pone la mano nelf «rna , è un? certezza . 

H. Si chiama poi Probabilità aspettativa che si ha di un e-' 
vento , o il motivo ài credere che succeda questo evento , il quale \ 
dovendo accadere può accadere o nella maniera che sf desidera 9 o 
in una maniera diversa : così se neir urna suddetta sono sessanta 
palle nere e quaranta bianehe , si chiama' Probabilità V espettati- 
va che si ha d* estrarre una palla nera quando si ponga la mano 
neir urna . 

La più semplice riflessione serve per farci conoscere che la 
probabilità d* ottenere, un evento sarà di diversi gradi , secondo * 
che il n umerc| dei casi che lo possono condurre , ha un diverso 
rapporto col numero dei casi che lo possono non far succedere ; 
così se nell'urna citata la quale contiene cento palle fra bianche 
e nere , saranno ottanta le palle nere , Y espettativa d* ottenere una 
palla nera, o la probabilità, sarà in questo caso maggiore che nel 
precedente; se le palle nere fossero novanta, la probabilità, sarcb- 
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be anche maggiore ; e se fossero novanta nove nere > ed nna soltan- 
to bianca * la probabilità, d' ottenere fina palla aera sarebbe la più 
grande possibile in questo caso, ossia la più vicina alla certezza. 

III. Si può adunque considerare la probabilità come una fun- 
zione della certezza, poiché aumentando continuamente una pro- 
babilità si giunge alla certezza medesima r nell 1 esempio* superiore 
la probabilità aumenta con l' aumentare il numera delle palle ne- 
re , le quali se dall' essere novanta nove si riducono- a cento> la 
probabilità si cangia in certezza . 

IV. Avendo adunque convenuto di rappresentare h certez- 
za per T unità , dovranno rappresentarsi le probabilità per frazio- 
ni dell' unità . 

§. in. Determiniamo , ora queste frazioni r neir esempio* deir 
urna, facilmente si comprende che. se avremo* cinquanta palle ne- 
re e cinquanta bianche, 1* espettativa ò il motiva di credere che 
con una estrazione* uscirà dall' urna una palla nera, eguaglerà 
¥ espettativa d* ottenere una patta bianca ; V se avremo* settanta 
cinque palle nere., venti cinque bianghe, T espettativa pei- ottene- 
re una palla nera sarà tripla di quella per ottenere una paHa bian- 
ca: poiché dividendo il settanta cinque in tre parti egaali, avremo» 
nell* urna quattro masse di venti cinque pafte ciascuna r tre masse 
di palle here ed una di bianche ; ed espenda egualmente focile 
che una mano introdotta nell' urna ptenda la palla da una qualun- 
que di quelle tré masse , la facilità che. la mano prenda una palla. 
nera , sarà in conseguenza tripla d^lla probabilità che ne prenda 
una bianca, T espettativa adunque, o il motivo di credere, o la 
probabilità per avere la palla aera,* sarà anche tripla di quella per 
l'estrazione della bianca. 

In jenerale se a sarà il numero delle palle nere, b quello 
delle bianche, T espettativa per ottenere una palla nera, starà all' 
espettativa di ottenere una palla bianca come, a:b\ ed in conse- 
guenza le due probabilità, le quali altro non sono che le suddette 
espettati ve staranno fra loro : : a: b : indicando adunque per m la 
frazione che rappresenta la probabilità d* avere una palla nera , per 
n la frazione che rappresenta la probabilità d* avere una palla 
bianca , avremo 

m:n::a:b) dalla quale mb = na. 
Ora estraendo dall'urna una palla, io ho la certezza che que- 
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aa palla sarà o ueya o bìao$a: così 1! espettati va d'avere una palla 
nera r aggiunta air aspettativa d' averQ una palla: bianca , sarà egua- 
le alla certezza; dunque m-bn=l% poiché la certezza è indica- 
ta per V unità . 

Dalle dq$ Qqpfizioòi ritrovata fra; m ed n si ricavar 



m — — ^-r , 72 = -Ai •" cioè la. probabilità per ottenere una palla 

nera è eguale al numero; delle- palle- nere diviso, per il numero to-* 
tale delle palle bianche e nere; ed egualmente la probabilità per 
ottenere una palla bianca è eguale al numera delle palle bianche 
diviso» per il numera totale delle palle. 

Nella stessa guisa si dimostrerebbe che se nell'urna fossero 
palle nere 7 bianche e rosse , ed i respettivi numeri di esse a^b^c^ 

la probabilità per estrarre una, palla bianca: sarebbe = — j — : 

quella per estrarre una pallai nera sarebbe* =* — ~ — r e quella in 

fine per estrarre una pallia rossa = — £ 

Di qui si ricava ih generale il prima principia per stimare la 
probabilità degli Eventi. 

V Principio L , r La probabilità di un eventa & eguale ad 
„ una frazione, il cui numeratore è formata dal numera dei casi 
>T favorevoli che possono far succedere questa eventa r ed il cni 
r, denominatore è formata dal numera dei casi favorevoli auinen- 
n tato del numero dei casi contrarj „ . 

Così se p indica il numero dei casi che possono condurre un 
evento; q il numera dei casi che possono non condurlo; la proba- . 

bilica perchè V eventa sacceda % sarà -£— , e quella perchè non sue- 

ceda y sarà -£— . 

" ?**' 

Se poi dal succedere utr certo evento dipende il guadagno 

cf una determinata quantità m y è facile concepire che pria che Te» 
vento succeda, la quantità — £- m sarà la porzione della scorci me s- 
sa m , "che apparterrà a colui , il quale attende questo evento con 

una probabilità — £— . 

P-*1 
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Infatti nel sopra riportato esempio delle palle nere e delle 
palle bianche poste nella stessa orna , se è stato promesso il guada* 
gno della quantità m a chi indovina qual palla in una estrazione 
uscirà dall' urna , è manifesto che ciascuna delle palle nere o bian- 
che che sono neir urna , porta , sortendo , il guadagno della quan- 
tità 77z : ora ciascuna di quelle cento palle potendo egualmente sor* 
tire, avrà ciascuna di esse il dritto ad un centesimo di m> cioè al- 
la quantità — : dunque 60 palle nere avranno dritto prima dell' e- 



strazione a — m ; dunque 'quello die tiene ia favore delle palle 
nere avrà dritto prima dell' estrazione a — m , è quello che tie- 
ne in favore delle palle bianche a — m. Generalizzando la dimo- 
strazione si concluderebbe che 

VI. Essendo la probabilità di un evento * -, se col -succe- 
dere questo evento si deve ottenere una quantità qualunque m* 
prima che T evento succeda ha dritto., chi lo aspetta, ad una por- 
zione di vi = — £— m. 

Questa quantità -^- m si chiama Sorte: cosi se p e la prò- 

Labilità che ha un Giocatore di guadagnare una scommessa m\ pm 
è la sòrte di quel Giocatore . 

§, uà. La probabilità di cui abbiamo parlato, «dicesi proba- 
bilità Semplice , per distinguerla da un' altra probabilità* cui si dà 
il nome tu Composta come ora spiegheremo . 

VII L' espettati va -o la probabilità di un evento, il quale 
dipenda da alcuni altri eventi egualmente probabili , <si chiama 
Probabilità composta . 

Così per esempio se in una -stanza siano dieci urne , sette 
delle quali contengano cento palle rosse per ciascheduna , e che 
ciascuna delle altre tre contenga egualmente cento palle , sessanta 
delle quali «ano nere e quaranta bianche ; e se si supponga che 
un Uomo , senza distinguere quali sono le urne con le palle rosse , 
e quelle con le palle bianche e nere , s' introduca in quella stan- 
za per estrarre da quell'urna che più gli piace, una palla nera, 
la probabilità per estrarre questa palla nera si chiama composta , 



CALGOfca DBMiE^ DIFFERENZE FINITE CAP. IV. 253 

.perchè di pende; .iV dalla probabilità di sciegliere una delle urne 
ave si trovano le palle bianche e nere; 2*. dalla probabilità di e- 
strarre la palla n§ra da essa ^ 

Ora quale è la misura di questa probabilità composta? 

Sia m la probabilità che . vi è per estrarre da una di quelle 
tre urne la palla nera . Dieci essendo le Urne , e tre sole quelle * 
dalle quali V Uomo può estravre la palla nera , ovvero quelle cia- 
scuna delle quali gli dà la probabilità m , è evidente che Y espetta* 

t va dì sciegliere una dì queste urne è -?- , e che prima di scicglie- 

re un* urna, V Uomo che deve estrarre la palla nera, non ha 
che tre decimi di speranza (VII) di guadagnare le probabilità m; 
egli in conseguenza, prima d'entrare nella stanza delF urne, non 
ha per estuane la palla nera che tre decimi della probabilità m> 

cioè -£• m che nel nostro caso in questione è = — . — ; e questa e- 

s spressìone . rappresenta quella probabilità che abbiamo chiamata 

composta . 

Dunque per avere in questo caso la misura della probabilità 
composta, conviene moltiplicare la probabilità che vi è distrar- 
re la palla nera da ini* urna, per la probabilità di sciegliere fra tut- 
te le urne una di quelle che contengono le palle bianche e nere . 

Il ragionamento che noi abbiamo fatto paiticolar mente sopra 
le urne , e sopra le palle bianche e - nere , s* applica in generale 
alla determinazione della probabilità composta, ónde succèda un 
qualunque evento che dipenda da un altro evento egualmente pro- 
babile , ed in generale s' avrà questo 

VII! Principio secondo: se la contingibilità di un evento 
dipende comunque da altri eventi , la probabilità della sua riuscita 
è eguale al prodotto della probabilità di ciascuno. . 

Così la probabilità P che accada un evento A, il quale non 
può accadere , se non accade anche un altro evento B la cui pro- 
babilità b py il quale evento B non può del pari accadere se non 
accade anche un evento G la cai probabilità è q , e così di se- 
guito , si otterrà , moltiplicando le probabilità p , q , r ec. , sempli- 
ci fra loro* e sarà T*—j>qr ec. 

Per esempio , se la camera , ove sì trovano le prefate dieci ur- 
ne, fosse in un andito fra altre otto camere \ delle quali sette non. 
contenessero le urne, e si proponesse a taluno d* andare in que- 
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sto andito ad indovinare la stanza ove sono le urne > « quindi ia* 
dovinare l' orna óve sono le palle nere e bianche , ed «estrarre una 
palla nera , la probabilità d' ottenere questo intento sarebbe P == 

f 3 6o »_ 

8 * 19 i.op .400 * 

* 

tNjè J>i«Q@fia ^considerare l'aspettati va òhe abbiamo di un even- 
to , o il motivo di .credere che quésto evento succeda come iden- 
ticamente ^eguale alla frazione .che .esprime la (probabilità del me- 
desimo .evolto; poiché quel .sentimento morale d'attend&fe un v e- 
vento è affatto eterogeneo alla quantità numerica che esprime la 
probabilità ,del medesimo ; e noi intanto abbiamo confusa T aspetta- 
tiva di un evento colla probabilità di esso ,in quanto v che v spno. que- 
ste quaptjtà proporzionali fra loro : infatti nella stessa proporzio- 
ne in jcpi cresce la pit&sbilità,, ,cre^qe il motivo di credere che 
r evento .spQceda.;. del vesto questa /eguaglianza fra respettjitiya e 
T espressione citi essa è proporzionale / è dello stesso gènere del- 
la eguagliane fra la velocità ed il quoziente dello spazio diviso 
per il tempo. -, 

§. 113. TTelty, ricerca ^adunque della 'probabilità di ^un even- 
to tutto si riduce AfOeterminare il numero dei casi favorevoli all' e^ 
. vento, ed il nuiBe^jdei casi fayoreypli e sfavorevoli insieme: co- 
sì se si volesse s^l^vo qual probabilità vi è per credere che ti vang- 
elo due dadi di ^51 /faccie ciascuno, si scoprano due numeri tali, 
che la loro somma «ia .-9 ., , converrà cercare prima, in quante ^ma- 
niere si possono r combinare le sei faccie di un dado .con le sei 
faccie dell' altro, % di^e a : due', f e r poi quante di queste .combinazioni 
portano il nove: ora le , combinazioni totali £pnp 36, e quelle far 
vorevoli, o che portano il numero «9 sono 4 : la probabilità 4u£- 

que per ottenere l'evento è £ = i- . 

3" fi 

Si concepisce da ciò che la "Teoria .generale iééìle .combina- 
zioni è il fondamento di quella delle probabilità ; pure si può di- 
rettamente applicare quel calcolo alla ..soluzione ideile xliver.§e que- 
stioni sulle probabilità che sarebbe difficilissimo, se non impossi- 
bile risolvere in tutta la generalità per la semplice Teoria delle 
combinazioni. 

Noi daremo qui la soluzione diretta di varj Problemi appar- 
tenenti alle probabilità, esponendoli secondo l'ordine della mag- 
giore o minore facilità che essi hanno a mettersi in equazione- 
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PROBLEMA I. 

§. 114. Due Giocatori A*B «commettono fra loro, che chi 
di essi farà il primo un numero n di tiri favorevoli guadagnerà la 
partita : manca a B un numero x di tiri favore vali; ne manca ad 
A uno soltanto ; si cerca la probabilità che ha ciascuno di essi di 
guadagnare . 

Trovate le probabilità dei due -Giocatori abbiamo subito la 
sorte di ciascuno di essi moltiplicando la scommessa per la re- 
^pettiva probabilità ; e se la scommessa si rappresenta per V uni- 
tà , allora Y espressione analitica della probabilità è quella stes- 
sa deHa sorte. . 

Sia z funzione incognita di x<> la probabilità di A- Sup- 

•ponghiamo ora che si faccia un Jtiro .: questo o è favorevole ad 
A , o è favorevole a B ( imperocché se è sfavorevole ad ambi- 
due non cangia la questione ) . Se è favorevole ad A ,■ allora, la 
partita è terminata , ed A guadagna : se è favorevole a B , allo- 
ra dopo queste tiro la probabilità di A diviene z 

Indichiamo per p la probabilità che il tiro sia favorevole ad 
A; e per q la probabilità che il tiro sia favorevole a B. 

Può adunque il Giocatore A o guadagnare la certezza se il 
tiro jgli è favorevole , o la probabilità z _ «e il tiro h favore- 
vole a B : egli adunque prima che il tiro segua ( no > VI ) ha 
dritto ad una porzione p della stessa certezza , e ad una porzio- 
ne q della probabilità z _• : ma la certezza b rappresentata (IV) 

jer f unità , dunque avremo Y equazione 



& =p~+qz ; ovvero — qz -{* z = p> 

X X •■"■ .1 XX m ir 1 

dall' integrazione della quale dipenderà la soluzione del Pro- 
blema . 

Paragonando^ adesso questa equazione con quella del §. 46 > 
avremo 

Tom. L LI 



25Ó MATEMATICA SUBLIME 

z = Cq ' -{- -£- . Per determinare la costatjte C % s* osservi che 

*se a? = I y cioè se manca a B un sola colpo > allora la probabilità 
di A per guadagnare è la stessa probabilità p 1 dal cha. si deduca 

pz=zG~t*-£—, e quindi G= ££-: sarà dunqjia 

z = — £ 1- q x indicanda per w la probabilità di B , un ra~ 

gionamento simile a quella fatto per A , ci darà w = 500 , e: 

quindi w = Cg : ora » = 1 , dà u = 5; dunque C .== 1 , per* 



X 

x- 



ciò co = 2 4 Se g; fosse eguale ad i — p , allora senza cercare di- 
rettamente la probabilità di B ,. quésta sarebbe stata = 1 : — z- .. 

Supponenda j* = g =-l t abbiamo z = l — 4; e la. proba- 

m xz Jk. 

bilità che avrà B , sarà — . 

a* 

Ponghiama per esempia a?= 3* ed avremo z = s = — : co^ 

sì A avrà -| di probabilità-di guadagnare la partita „ e B ne: avrà — . 

a s ■ 

A questa stessa Problema se ne riduce nn altra per quanto ia 
apparenza sembri diverso- 

n Supponenda che la probabilità cT avere un e vento sia p ,. 
„ quella d'avere V evènto contrariò 2*. si dimanda quale è la prò* 
,> babilità cP avere queir evento almena una volta in ar tiri >r o per 
spiegarsi più semplicemente r supponendo- che in un'urna trovisi 
un numero b di palle bianche T un numero e di palle nere, si cer- 
ca la probabilità d' estrarre almena una palla bianca in x estra- 
zioni . 

Si suppone però che ad Ogni tiro sia rimessa nell'urna la 
palla èstratìa, onde resti sempre la stessa numera di palle bian- 
che e nere , 

Una piccola riflessione basta a mostrare eh* la probabilità à 9 
estrarre una palla bianca in x estrazioni, è ia probabilità di guada- 
gnare una partita quando manca a me un sol tiro favorevole , e ne 
Mancano a? al mio contrario , e questa è stata calcolata nel Proble- 
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ma superiormente risoluto; così ( i io, V) facendo p ===r^-_ , q : 



, avremo z = 1 — ( ~-) • 

Si «limatida per esempio qual probabilità vi è di ottenere il 
numero 6 tirando un dado di 6 faccie tre volte? 

Si faccia nella formula superiore b == i , e = 5 , ed avremo 

-z = 1 — £ = ? . lts — 125 — 2L ; e la probabilità di non avere il 6 

,3 6 1 -216 216 r v 

sarà — : le due probabilità , cioè quella di averlo, a quella di non 

r avere : : 91 : 125 :*. 3 : 4 circa. 

Per farne un altro esempio si dimandi la probabilità d'ottcne- 
Te il numero ri o tirando due dadi quattro volte . 

Avremo in questo *caso b === 3 , <? = 3 1 ? x = 4 • , e quindi 

z =«2!r 1S! = -Iga = , 45 circa . 

4 .3 Ó * 1679616 7 ^ 

Accade spesso nella società che scommettendo due Giocatori 
per guadagnare una certa partita T vogliono fra loro dividere la 
scommessa prima d*. aver terminata la aletta partita: per sapere in 
questo caso qual porzione di «scommessa tocca a ciascuno, altro non 
•si fa (111 , VI ) «che determinata la probabilità che aveva ciascuno 
di guadagnare la partita, moltiplicare per questa la quantità che 
esprime la scommessa; il prodotto sarà allora la porzione della 
scommessa che a ciascuno appartiene . Così supponendo che Tizio 
e Cajo , le cui abilità nel gioco siano eguali , scommettano cin- 
quanta :Scudi per ciascuno, e che mancando vl Tizio un sol colpo 
favorevole per guadagnare la partita , e a Cajo tre colpi , essi non 
volendo -continuare a giocare , propongano di dividersi la scom- 
messa fra loro , la parte che deve toccare a Tizio sarà -|- 10 ° Scu- 

o 

di , e la parte di Cajo — 1 oo : sarà cioè .la parte di Tizio eguale 

o 

alla scommessa di 100 Scudi moltiplicata per la probabilità che 
esso ha di guadagnare , e simile sarà la parte di Cajo . 

PROBLEMA II. 

§. 115. Avvi in un'urna un numero m di palle bianche, un 
numero n delle nere: Tizio e Cajo fanno scommessa, il prinflo di- 



258 MATEMATICA SURL2MB 

cencio che sortiranno dall' urna a palle bianche avanti che sortano 
b palle nere ; ed il secondo sostiene il contrario . Manca a Tizia 
ima palla bianca perchè ci guadagni * ne manca un numero a? a 
Cajo : supponendo che le palle estratte non si ripongano nell' uriia 
( perchè se si riponessero nell' urna s* avrebbe ri Problema antece- 
dente ) si chiede quale è fa probabilità dei due Giocatoti? 



Ecco i dati del Problema 

Num°. delle Palle bianche ...... 

Num°. delle Palle nere * . : 

Num°. totale delle Palle : 



}■ 



/ N°. delle Palle bianche estratte = a — 1 

J N°. delle residue neir urna * . =m — a 

giaconetta I N*. delle Palle nere estratte = b — ar 

situazione < 

ci» espone I jf *. delle residue - . = n — 6— t~x 

il Problema ■ , 

I N°. totale delle Palle resicfuenelF urna =/?r -*- n — a 
\ b-frx-ìri 



La probabilità che i Giocatori hanno in questa situazione per 
estrarre una palla bianca (iio,V)èp = m - a -+i : 

quella per estrarre la palla nera è q = 



— *H-* 



m -¥ n — a — S -¥ x -¥ 1 

IT medesimo ragionamento che si è fatto per il Problema h 
ci dà questa equazione 

» — j-4-i è n — t-*-x ^ 



a differenze finite del primo ordiue a coefficienti variabili • 
Facciamo per semplicità di calcolo m — a -+ i = * , 

m-±n — a — 6 h* * ==0> n — b = *', e l'equazione prenderà 
questa forma più semplice 

X 0-*- X &-+ X * — l 
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Facendo crescere la. x d' un'unità essa diviene 

« 

* . . = ,» •* . -+• * ****, *' » equazione che paragonata con Quel- 
la del §. 46., avrà per integrale completa 



z 



a 



* j3-«- x 



&' -hX 



0-±x 0-¥x~ I 

*' -hx et' ■+ jt — I * 

a* -I- # a/ -4- * — 1 a' H- jp — 2 «, _. 



• * * » * • 



e 



&-±» fr-i-X—l 0-¥X — 2 Z3-4-2 £•+ I 

Per determinare la costante G si faccia x = 1 > ed avremo 
z = -^— h- ^-iJ . C : ma la probabilità che ha Tizio di guada- 

naie la partita quando manca a Gajo un solo tiro, cioè z , è 
eguale alla stessa probabilità che ba Tizio per ottenére un tiro fa* 
vorèvole, cioè = — *nl±i — ; dunque, sostituendo per *,*' , 
/3, i loro valori, avremo 






m — a 



tn — tf4i . n — h-¥\ 



m^n — a — i-t-2 m -¥-n — a — b -+• 2 » H- » — « — 4 -+ 2 



G 



d'onde si ricava C = o, e quindi l'integrale rimane privo di quell* 
ultimo termine e finisce al termine 



a* ■+ x a' -+ x — I a' -+ 2 



Per farne un esempio, sia 2tz= io, /2 = 5, a = 4, & = 3, ed 
«; = 2 : sarà * = 7 , a = 3 , 0*= 9 : facendo le opportune sostitu- 
zioni, avremo 

* = £ ^ i. . X = »±»? == J». == «• = , 89 circa. 

* ti 11 JO Ho ilo 55 1 y 

Se le palle estratte si fossero rimesse continuamente nell' urna , al- 
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lora il valore ài z apparterrebbe al Problema precedente ; sarebbe 



in qnest' ultimo .caso p = — , q.=t JL, e quindi j& = i — L = il = 
o> 88 circa. 

PROBLEMA III. 

§ n 6. ,„ Quale è la probabilità perchè un nnqrerò di palle 
„ prese in -una sola yolta .a caso da .un' urna , sia pari , .ovvero 
„ dispari „,? 

Rappresentando per a? il numero delle palle contenute .nel re- 
cipiente , ,è .chiaro che le due probabilità tanto per prendere un nu- 
mero di palle pari che per prenderne un numero dispari , saranno 
due funzioni del numetx) totale »,delle palle : rappresentiamo adun- 
que per y Ja soaiffla ,dei casi .n^i-ijuali il numero .delle palle da- 



• * 



prendersi buò .esser pàli ; z la somma di quei .casi nei quali ilmz- 

mero che si prenderà può essere impari . 

Se si aumenta .oc d' un' .unità, y «esprimerà la -somma dei 

^X "T J 

oasi pari , ^d je chiaro <che sarà .eguale:*^ -*• £ : poiché .ogni jeaso 

impari per V aggiunta della jauova palla diviene pari , avremo dun- 
que questa prima equazione , 

y = y H- z .. 

r X -+ 1 u X X 

Egualmente % sarà la somma di tutti i casi impari dopo 

;X •"!• I 

che alle palle contenute : nel recipiente ne ho aggiunta ; una : «questo 
numero sarà eguale a z numero dei .casi impari prima dell'-aggiun- 

.X _ 

ta dell'unità, più y ( poiché ogni numero pari aggiuntavi V unità 

,** 

diviene impari ) più V .unità che jè il caso per la nuova palla che 
si aggiunge ; avremo per ,ciò un' altra equazione 

z = z H- y H- 1 • Il Problema adunque si risolve con V inte- 

X •+ I x ** X * 

grazione di queste due equazioni 

y — y -+s =o 

^ x -'x + l X 

* 

y -h& — z = — 1. 

^ X X *•+! 



f 
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Secondo ciò- jobe abbiamo dettot'al $, 70. elimineremo per mez- 
zo delle (W superiori equazioni # .^ed otterremo- un' equazione 

del seconda ordiate? > "-■ 

^ — a/ = 1 1 la quale si riduce del primo * facendo scema- 
re T x* cT una unità » e diviene; 
jy — 2 ji =:i;, integrando^ quest' equazione abbiamo 

y =«2-,) essendo * la radice* dell' equazione *.— a=Oj per 
il che a. = 2 ; dunque 

jr — 2. .22, = 2, (-^-a H-A)»y = A2 — i. 



Per determinare la costante A * si osservi che quando x = 1 * 

si ha j = o , perchè non vi sono casi pari > onde A — 1 = o , A = 

» 
I; avrema adunque 

x — 1 
y = 2 — 1 * 

■ ♦ . • •• 

Sostituendo questo* valore di y nell$ prima equazione , avremo 



%> == 2. • La sómma adunque di tutti i casi possibili sarà 



x 



z- -\-y =z% h-2. — 1 = 2 — 1» cosila probabilità per 



A! 



prendere un numera pari di palle sarà ±_ — ri; e quella per pren- 

derne uà numera impari = -£— ' : vi sarà dunque sempre più prò* 

babilità per il numera impari che per il numera pari . 

Sia a? — 6 ed avrema la probabilità per prendere un numerò 

pari di palle = ^~ = |lr 

quella per prenderne un numero» dispari = J2. 

P R O B L E M A IV. 

§• 117. „ Mancano a Tizio un numero y d* eventi favorevo- 
„ li per guadagnare la partita : ne mancano a Cajo uà numero x : 
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„ si dimanda la probabilità «he ha ciascuno di guadagnare „ . 
Cerchiamo la sorte di Tizio . La probabilità che ha Tizio di 
vincere dipende e dal numero y degli eventi che mancano ad es- 
so , e dal. numero x di quelli che mancano al suo contrario : que- 
sta sarà dunque una funzione di x e y : rappresentiamola per 
z 

x,y 

Supponghùlmo. che: si faccia un tiro, e che ottengasi un even» 
to : se questo è favorevole a Tizio , la di lui probabilità diverrà 
z , e se è &v.orevosle a Caio > z 

*>.? — » ' ' x— \,y 

Ora essendo q la probabilità perchè 1* evento sia favorevole 
a Tizio, o perchè la di lui probabilità Rivenga z » e,p la 

probabilità perchè sia favorevole a Cajo, o perchè la probabilità 
di Tizio divenga z - ". > «rrema ( i ro, VI) 



Z =qz H-pz 



e dall' integrazione di questa equazione dipende la soluzione del 
Problema . 

Se in questa equazione facciamo aumentare x ed y dell'uni- 
tà > e portiamo tutti 1 termini da 4ina sola parte * avremo 



«* 



#— * 



pz h- qz — z s=± o . Quast' ^cwiazione para» 

fonata con quella del ( § . .88. ) ci dà 

\ = o , C = — I * B' = p, B s= gr> e quindi p = - 

conseguenza ( 86. ) j 



«r. 






x % y M x x 9 o ** x — ì ,<q 2 * jp — 2jO 

y(y±j)±yr±*} 



A • • * * 



■*-* a 1 . z H- «e ì- 

a. 3 r *— 3,o ' 



Ora la probabilità del Giocatore diviene certezza, o eguale 
•all' unità., quando y — Q ed x è positivo j e diviene nulla quando 
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x -=0 ed y è positivo > dunque z = i quando x > o ; s 

' = ó quando y > o : 
ciò premesso , facciasi nella trovata espressione per £ , # = o t 

ed avremo 

la quale equazione ci dà 

_ •» • 

z = o > 5; = o ec : 

0,0 — 1,0 

si vede adunque che la ricercata probabilità è espressa per una se* 
de di un numero finito di termini i V ultimo termine è quello , ove 
-si trova z . Ooò 

x,y * v • /<r 2 ^ 2.3 x- • 

• ?(.?-* i)(.y-*-3) (y-Hx — a) * — ' % 

- * 1 .2.3 ...... (*— O -^ ' 

Moltiplicando per questa espressione della probabilità il va* 
lorc della scommessa, avremo- ( in ,VI) la parte di questa scom- 
messa che appartiene a Tizio se la partita non si finisce ; o la sor- 
te di Tizio prima di terminane la partita. 

Quella medesima formula ci dà Ja probabilità di guadagnare 
per l'altro Giocatore col solo cangiare in essa x per y\ y per x j 
P L^r 5} .<j per/?. 

PBOBLEMA V. 

§. l'i 8." „ Abbiasi un 1 urna ove si trovano palle bianche e 
„ uere , si dimanda La probabilità che ha Tizio di guadagnare > 
5 > quando scommette che, estraendo dall 1 urna successivamente un 
jy certo numero di palle , uscirà dall' urna medesima un numero 
» a di palle nere prima che ne esca un numero b di bianche „ . 

Supponghiamo che resti un numero y di palle nere ad estrar- 
si> prima che ne escano qn numero x > ed indichiamo la ricerca- 
ta probabilità per z . ■ . ■ 

Tom L M m 
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Se ogni palla estratta si riponesse jó\ quovp nell'urna, questo 
? Problema sarebbe identicamente quello del §. antecedente, «a non 
avendo luogo questa condizione > egli è diverso . 

Sia n il numero delle palle nere che si trovano nell'urna al 
principio del gioco; sia m il numero totale delle palle; sarà iu 
conseguenza m — n il numero delle bianche . 

Quando testano un numero y di palle nere da- estratti', avan- 
ti che ne esca un numero x^ avremo: . 

Il numero delle palle nere restare nell* urna = ~n — a ~\»y : 
quello delle bianche = m — n — b-+x : 

• . . Il nunjero totale delie palle restate =.« — a — b*±x-i»y. 

■ Sarà dunque il q del Problema antecedente = *n**£ ; 

ed il p sarà = » — » — *-+* ; dunque il Problema sarà risoluto 

dà questa eqnazione 

< 

Z * rdb -a — « * *£ — — Z ~x? — & Z 

equazione a differenze finite e parziali a coefficienti variabili. 

Facciamo per comodo e semplicità di calcolo n — a = d,;»— ■* 

• n — b — éi'm — a — b — h, ed avremo < . 



z 



V # ' * _*. JP' - 



àc f y h-+x-+y x 9 y^l h-*x-+y x— I f y 

Per integrare questa equazione facciamo (103) 






indicando per « , due costanti indeterminate , ed essendo 
V(d~{-y)=:(d-hy)(d-{-y—i)(d-i-y~2) . . . .(d-hi) 

\7(e*4-a?) = (eH**)(cH-«— O • • ( e -*"0 

facendo le opportune sostituzioni, avremo 

I * 



• 
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la qoate si riduce ad «0 =*= * -4- : e ci dà 

= ( i «~ * ) , e perciò fi == ( i — » ) ; avremo per tanto 



il 



■ »(j-m)(j-+ 2) (^«-ny ••i.eat 

^^ 2.3 m 



> • • • -% 



e quindi . 

KL+ilk±i> / 7" 3 H- ec } : 
*.3 

introducendo- Ja funzione Arbitraria , avremo 

*,j V l ft ■+ * •-*• y ) * . " » 

2 \ . : #<j-h)(j -»•*)> >(*? --3)-4. ec.}. 

y 2.3 

Per determinare questa funzione facciamo jr = o > ed avremo 
( essendo y (rf-i-o) = l ) 

* — ZlLtl) a ( x \ e perciò <t> ( x— -m)= Z ( . k '*'*~ m \ z 
Dunque 

j ( y -* 1 ) ( y -+ «» -^ 1 ) V{h-lrx — ») g -|. e<J.\ . 

"""" ^2.3.... ..«I 'Vi*-*-*-») *~f»,0 / 

Ora ( §, antecedente ) 

„ l^_ * a» — « — s 112» • sss 21 . = 2 = 

Z x , — t x^X, — eC * — S l,0 '' 0,0 -1,-0 ~*,0 



ec. = o , dunque 






VU-*-*-J-.>) ^VU-**) •'V(Hi-l) 



■** 1 ' V 

- < ■■ /\ •••• • 

2 



V(ft-v x-g) , . »(»-Ki)(.»-»a)....(>-»«-2Ì V(ftj±jj\. 
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Ponendo in qnesta formula a in vece di y> b in vece di-#j 
avremo la ricercata probabilità. 

• "^ ' * 

P R O B L E M A VI. 

r 

• 

§. 119. ,, Sì suppone che a ciascun tiro possano accadere tre 
„ eventi diversi che per più chiarezza indicheremo per P,Q,R, 
,, e che le probabilità di questi eventi siano respettivamente p ì 
» q*ri si dimanda la probabilità di guadagnare che ha un Gioca- 
jv tore , il quale scommette d'ottenere V evènto R un numero e 
„ di volte, prima che l'evento Q sia ottenuto b Volte/ e l'evento 
„ P a volte „ . 

Indichiamo per z la probabilità del Giocatore, allorché 

V evento R resta da aversi ttn r numero u di vòlte, prima che 1' e- 
ventò O arrivi un numer-p y di volte, e T evento P un; numero x; 
la cercata probabilità sarà z . ' ' ' 

Supponghiamo che il Giocatore ikeeia un tiro ; questo tiro o 
può portare l' evento P , o V evento Q , o l' evento R : la probabi- 
lità adunque z può divenire z ; ovvero z 1 

evvero z 

In conseguenza avremo per risolvere il Problema questa e- 
quazione 

Z = VZ t4- QZ Hr TZ » 

la quale si riduce accora a quest' altra 

m ' * '455 , H* TZ ' — 

Z ' = O . ' 

Seguendo il metodo spiegato al § ioo. , facciasi 
a = * $ V* \ e sostituendo e dividendo per * /3'y » avremo 

ira le indeterminate a,|3>y questa equazione 
•JpPy H- 5*y H- rv»j3" — a|3y = o, dalla quale si ricava 
y = — ™P = - , ed in conseguenza 

a /3 
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avremo adunque, facendo a $ ~P-{v>j)% 



*(»-*■ l ) 



2 



(/>>(#— '2,y)-i*2pqp(x— i >,y— OH-gX^jr 



2))H-ec}:^ 

«ti 

ora facendo u = o> abbiamo p (ff 0?) = * ; dunque 



.Y>J>« 



( jfz h* stpgz h* <fz ) 



• -• • 



«(«-|.l)(«-4.2> 






9 « « • • 



2.3 

^* *— I,J— 2,0 ** «SJ — 3tO / / 

La natura della scommessa è tale che quando zé = o, ed # 
ccl jf souo maggiori di x , il Giocatore ha guadagnato ; dunque 
z = i quando a;>o, > y>o. 

x p y ,o 

Al contrario il Giocatore ha pèrduto in questi tt^ casi » P°. 

quando y = o , ed x > o * u > o ; S°. quando a? = o> ed - y>o,z^ 
> o ; T°. quando x = o>y — o 7 ed m> o : dunque 

Z = o; £ =0;z =0. 

**o,«r o 9 y t * 0,0, » 

Da' queste condizioni possiamo ricavare i valori di z 

quando oc,y sono nulli y quando sono negativi, e quando uno di es- 
si è negativo o nullo. 

In fatti facendo nella espressione superiormente trovata per 

z , x ==o, jj = o, avremo 
x *yt* 

z =zoz=r* {z -hu(pz -bqz . )H*ec) > dal- 

0,O,« *> 0,0, Kir —1,0,0 * 0, — IjO' J 

la quale • • 
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seguenza 


t 


o»o»o —1,0,0 


= 0J X 

fi*— 1,0 


a? = o > avremo 




* = o = r # /z 


h-»(p« 



o; ec. Facendo soltanto 



0* 



) _j- ec. > 



e da queste due equazioni si yede che i valori di z sono nulli 

* » y » ° 

quando a? = o , y = o: quando .a? — . — ot, ^ = — n : quando a? = o » 
ovvero y = o: quando x = - — m, ovvero y = — n- 

Per — ot, — n abbiamo inteso d'indicare dei numeri negativi. 

Dunque l' espressione di z sarìi finita , e sarà rappresen- 

tata nella maniera seguente 









r^i^u(p^q)^ u{n ^ x ) ( i p-^2pq^q ± )-h 



~ tj?++ 3P*V H- 3pq % H- q* ) H- ec. | 



non continuando quésta §flrie che .fino ai .termini nei .quali le po- 
tenze dip saranno mijp^riidi a?, e. quelle di q minori di y- 

Si vede come dovremmo regolarci se gli .eventi che possono 
accadere a ciascun firq , fps^ero in un maggior numero . 

P R .0 B L E M A VIJ. 

§. 120. ,, Abbiasi un' um^ .con palle bianche,, nere., .e ros- 
se, e si dimandi qual probabilità .vi è per supporre che si cstrarrgi 
„ prima dall'urna un nomerò a di palle aere di quello che s' e.- 
„ straggano un numero e di rosse.,, ed un numero b di bianche „ , 

Se ogni palla estratta fosse riposta di nuovo nell'urna prima 
di fare la successiva estrazione? allora il Problema ricade in quel- 
lo sopra risoluto: egli è pejrò bea diverso se questa coedizione non 
ha luogo . - . 

iSiansi già estratte a — y palle nere, e — a? palle rosse, b — 

u palle bianche. Sia z questa probabilità, la quale si conver- 

tirsi* 

te in quella che si cerca facendo x — c>yt=a, u = b. 
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Sia = vi il ntmieio totale delle palle poste nell'urna: * ' 

Sia = n il Dumeto delle palle nere: 

Sia = Z quello delle rosse ; 

Sarà = m — Z — n quello delle bianche : 

Ora le palle nere restate nell'urna, saranno = n — (*~i-y 

Le rosse restate ea = Z — e -*• oc 

Le bianche restate ec. = ra — ri — l — h-\rU* 

Il numera totale delle p^lle restate = ot — b — e — a^rX 

Avremo adunque nel nostra casa * 

■ 
— 4T-+J 



• • • • 



e r equazione che risolve il Problema ,. sarà 

essendo d =» — a; ■ e = Z — c-,f=m — b — l — n\ h = m — b 

Una ti le equazione è un caso particolare dell'equazione (d) 
del § 103 : faremo adunque 

VU-«-j)-V(' -»*l- V(/-+«^ / A* y* 

essendo 

y(d H .^) = (d-^J').(d^J' — O (dH-fl)-(d-M) 

V(eH-ar) = (eH-»)(c-i»a;— 1) (e-+a)(e?<- O 

V(/-fr») = (fH-M)(/H-a— O .- Cf-H») (/-•■- O % 

. (7i-t-a)(7i-t-i)- 



• • • 
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Facendo ora le opportune sostituzioni nella proposta e divi- 
dendo tutti i di lei termini per i loro fattori comuni > avremo fra 
<t , /3 , y quest* equazione 



«j3y = my -f- j3y H- */3 , dalla quale si ricava 



7 



I I_ 

1 * 



Dunque 



01 /3 



e 



(.•-V-tVV'-fra.- V _ * -I- .V - *)Ìea} : 

nella quale espressione sostituendo in vece di «*/3 una funziono 
qualunque arbitraria p ( ce , y ) , ayrerao • 

il 

I 






a,.y — i)H-3P(^— >>> — 2)-*-p(a; } .y — 3))H- ce) : 

per determinare la funzione arbitraria facciamo iu quest'equazione 
u = o , ed avremo 

sirà dunque 



*T 






a* » ^ , « V ( /i -r * *+J< ■+ « ) 



e 



U^ 



xr(h-±x + y- i) ^ _^ yJA±j5J±^ZjJ .X 



V(4H->j".V(?-f *~ i) * — IJiO . . v(«/-+j-- i).v (*-+*) 
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Z 






(*-+i)/ ^r(ft-*-*-«.jf — ») 



V(rfH-jr).V(« -«•* — ») * — »•> 



• • 



V(<*-»\7 — i).Vl#-+*— i) *—i,jr—I.©7(<t-«-j'-a). ?(•-+*) 
2 ) -*. CC. 

La quale finisce a quei termini , ove io z * * ovvcr 

ro jf è nullo o negativo . Nei termini poi che rimangono conviene 
fare z = 1 qualunque siano a? ey, purché siano maggiori di 

zero . Tatto questo si è dimostrato al §• antecedente. 

PROBLEMA VAI 

§. 121. „ Un Giocatore scommette cf ottenere nn dato even- 
» to b volte almeno in un numero a di tiri : la probabilità d' otte- 
» nerlo a ciascun tiro essendo p ; io dimando la probabilità di gua- 
i, dagnare che ha questo Giocatore „ . 

Indichiamo per z questa probabilità , mentre restano ad es~ 

so x tiri da farsi , ed y volte da ottenersi 1* evento ; è chiaro che la 
probabilità cercata al principio della partita , sarà z : ora suppo- 
nendo che si faccia un tiro , avremo per i principj sopra spiegati 
z =pz ~h(i—p)z 

che è una equazione a differenze finite e parziali del secondo or- 



Questa equazione integrata secondo il metodo spiegato (86), 
fi dà 

* =/>* (z h-j(i— p) z . 4 ,f ^ ,) X-> 

fi — pfz H-ec): 

per quanto questa espressione vada all' infinito , pure nel nostro 
caso le condizioni del Problema la finiscono dopo un certo nume- 
ro di termini . 

E* evidente in fatti che il Giocatore guadagna» ovvero che 

Tom. I N n 
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z = i quando y — o, x essendo > o; e che egli perde , ov- 

vero che z — o , quando x =^= o , y essendo > o ; dunque z == 

*»y x$o 



i quando jf>o;-.z =&= o quando jy > a: 

Si faccia ora nella ritrovata espressione per z > x 
Cp avremo 



da cui si ricava z *= o , £ ==-ò- ce > purché y •> o . 

Dunque 1* espressione suddétta termina ove trovasi z : es- 
sa sarà per tanto y . ".• • . ; 



>(jf^) 0^q)r t _ /? yy; < v.. 

a.3 • -Jr— >■— $*<* 



*— J — 2,0' 

y(y+i ) (* — i) 



• • • 

« r 



« 



Facendo ora re = a , y = 5 > s =. a- . . ■= z :=ec; = r > avremo 

*-' v ^ ■ 0»0 ' I f'O* 2,0 ! . ■ • .. t 

• J tf,A* jrv ♦ 4,y 2 v.x-/ *• • fi •' ' 



( i — p)> h- ec -f J- s ,.,..U~r*) V'-— P) )• 

Questa formula è stata trovata supponendo', col metodo spiegato 



• . j* 



al §. 86. , & —et $ e determinando* /3 per * in virtù deff^ 

quazione «/3 = p h- ( i — j?)/3- " . '> 

Se noi avessimo determinato » per r avremmo avuto ( noi 

facciamo* per semplicità A m — p — g 1 )' qubsta^ seconda* formula, ppr 



z , 
*>y 



z 






p js -+ o:p qz . -f. *JLf! — Lip o a x 



z H* ec. 



. . Essendo, x >y, gVi iodici y— a; y — x^n y-r-^H-a; ... 
^ — a?H-(^ — j — i ) saranno tutti numeri negativi ; r.indice y — 
a?H-(# — y) sarà nullo, ed i* 'seguenti positivi* à " J * 
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• Qra se nella prima formula facciamo a=o; 6 = -~ i; 6 = 
S. a ; 6 = — 3 ec. , troveremo 

z =i;j3 = i i z =iiec., jdumrue 
e — i o, — a o,—3 '^ * 



»(*— t)(y — a) (jh- i) J a *~ y . 

a. 3 ix-yì * '* 

facendo poi a? = a , y = 6 , avremo 

,(~,--i)(,--3,) (*h-i) * «-' 

. 2.3 ....... (*-.*) . .-r » '• 

Se il Problema avesse dimandato il preciso numero b d J even- 
ti- tìè più né jneno -nel numero a di tiri r allora da quest'espressio- 
ne sarebbe bisognato togliere quella della probabilità d' ottenere 
nn numero jb-j*.i d'eventi almeno in a tiri, la quale è 



X * *~J mia—lì'*-* 2 % 

«(„-!) (,- 2 ) (» -»»)„»•* l«—>-»I 

a. 3... ..{«-.*-«) r * 

La probabilità per ottenere precisamente il numero b rT e* 
venti sarebbe allora ( indicando per Z questa probabilità ) 

*,* *,.* 4>*-*l -2-3 i* — *) "* 



Se facciamo b = a — - j , abbiamo 

*,4 — 1 



Z = — . p <?; se facciamo -5 = a — a * abbiamo 



£«. r=fXf — !Jp .a* ec; e se facciamo & = o, abbiamo 



Z = o : 



si vede adunque che se jp rappresenta la probabilità d'avere un e- 
vento , q quella d' aver T eveuto contrario , ed m il numero delle 
volte che si fa un tiro , ovvero che uno si espone ad ottenere Y e- 

vento* facendo 'lo sviluppo del binomio (pH-<?) 
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• *'-**" 2.3 ^ 

i» — 3 * ' ' m 

p q* H* ...*••«+ g* ) 

il primo di lai termine rappresenterà la probabilità che tutti gli 
eventi siano favorevoli ; il secondo rappresenterà la probabilità che 
gli eventi siano favorevoli ed uno contrario ; il terzo quella che 
tutti gli eventi , eccettuati due , siano favorevoli ec ; ed infine Y ul- 
timo termine darà la probabilità che tutti gli eventi siano contrar; . 
Facciamo m eguale ad un numero impari 2/2 -4- i > ed avremo 



(jpH-g) =p *+(*n~hl)p q^^!L±ll^Lp <£ 



•••• 



• 1» • 



2.3 * 

(2«i+l)(2»)(2»-l) (»-*-S) * "*** 



2.3 



a .0 — t». . . . . . . . — t» (2n- f» 



Opg -+g 



Ora è facile di vedere che in questo binomio sviluppato la 



f n 



somma dei termini fino alla potenza p g inclusive rappresen- 
ta la probabilità che Y evento favorevole succeda n -+> 1 volta al- 
meno in 2/2 -+> 1 tiri ; e che la somma del rimanente dei termini rap- 
presenta la probabilità che I' evento contrario succeda esso hh-i 
volte almeno in 2/2 h- 1 tiri ; se dunque indichiamo queste due prò* 
Labilità per E , F > avremo 

= p. H-(a/2H-i)p g-h ( " p J+ -+ 



2.3 » * * 



= g H-(a/2-M)g .jp-i- *** -g J> H- «-H 

«3 



(2»-+l)g«{2»— 1) (*•+*) ***** 

2.3 ^ * 



Le due quantità E , F sono eguali quando p =g ; ma se j*> 
allora E>F;ese J p<g allora E < F. La differenza poi fra E e< 
F cresce col crescere il numero 2/2 •+• * > e c °l mescere la diffe- 
renza fra p e g . 
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Supponghiamo adesso che s' abbiano- ( ara -+■ 1 ) urne, ciascuna. 
delle quali contenga palle bianche e nere, è cTiò-p sia la probabi- 
lità d* estrarre una palla bianca , e £ la probabilità per estrani- 
la nera 

Se noi prenderemo una palla da. ciascuna urna „ è chiare che. 
E rappresenterà la probabilità che fra 2/2 -+■ i palle estratte si ri- 
trovina almeno «h- 1 palle bianche*, .ed. n palle nere ;. ed F rap- 
presenterà la probabilità che fra 2/th* i palle estratre si ritrovino 
almeno 72 -h 1 palle nere Se p sarà maggiore di 9, più grande che 
sarà il numero delle urne, più facile sarà che là pluralità nelle pal- 
le estratte sia favorevole alle bianche, e questa facilità crescerà 
col crescere ir numero delle urne e viceversa. 

Trasportiamo « ora tutto questa a cose più astratte , e suppon- 
ghiamo che vi sia un Magistrato , Consiglio , Assemblea , o qua- 
liiflque corpo» morale composto di- un numero ara -+> t di votanti 
per deliberare sopra una certa questione . 

Ciascun votante può dare il suo voto ih favore della- verità , 
o in favore dell'errore. Sia p là probabilità che un votante si de- 
ciderà per là verità ; q quella che ei ( sebbene involontariamente ) 
si deciderà per Y errore : Y espressione, che abbiamo trovata per E, 
ci. darà là- probabilità efie la decisione risultante dalla ballottazio- 
ne, sarà conforme alla verità; ed F ci darà la probabilità, che là 
decisióne sarà confórme all' errore . 

Dunque sep > q cioè se i lumi di ciascun votante son tali 
che gli sia più difficile ingannarsi, di quello che vedere la veri- 
tà, allora più che sarà grande il numero dei votanti, più. la. de- 
cisione avrà di probabilità per essere conforme alla verità , ed' in 
conseguenza . per essere giusta. Al contrario se p<?> se cioè i 
lumi di ciascun" votante saranno tali da fkrlo più facilmente cadere 
neir inganno, allora più numerosa che sarà 1' Assemblea , più fa- 
cilmente sarà ingiusta la* di lèi decisione r perchè contraria alla 
verità . 

Pei? questo l'Assemblee numerosissime- è necessario che siano 
composte di persone istruite sopra Y oggetto da deliberarsi ; per 
questo le Assemblee Popolari" sono sempre* cattive se il popolo non 
è istruito sopra gli interessi , per i quali è 4 chiamato a deliberare . 

Per far un esempio , si dimandi là probabilità che fra in favor 
della verità , una decisione data a pluralità di voti da un Magi- 
Strato composto di nove votanti , ciascun dei quali abbia — di prò- 
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Labilità per .risolvere in favore della verità , ed — in favor dell' 

errore./ '>'♦;• 

* 

Avremo in questo caso 772 = 9; P = ~J 9 = — : dunque la 1 
probabilità che là.deóisione sia conforme ,al la verità, sarà 

E = c^)W9X^y.(^)H-^(f) , -(-) m -»-'^ : ^(^/:(-) , -F 

> \O y ' 7V 10 y V IO' 2 V iO y V 10 7 2.3 V 1Q 7 M#' 7 

9 ' 8 ' 7 6 (— ) -( — ) > la quale si riduce e diviene 

2.3.4 v io y v io y ' .* 



*- - 



,100000000 

e la probabilità che la .decisione s j a errata , sarà 

Pc= _^_ : dunque E : F :: 99910908 :, 89092: : IiaiM xnrcaà 

Sarà dunque n ai yolte più facile che la decisione sia .conforme 
alla verità che all'. errore; e di 1 121 decisioni ve ne sarà probabile- 
mente una errata ; ma non r si trovano spesso .Magistrati così i' r 
strutti . .' 4 / \ 

f Noi abbiamo fatto questa breve digressione per far travede- 
re ai nostri Leggitori l'eccellenza del Calcolo delle Differenze Fi r 
nite col ^potersi applicare per fino, alla stima dei giudizi degli Uò- 
mini; del resto chi yorrà^vedere in esteso simili .applicazioni può 
leggere la sublime Opera, unica nel suo genere, del Geometra 
Condorcet ., , che ha per titolo ,, Essay sur la Probabilité des 
Decisions rendues a la pluralité % des voix. 

P £ .O .B L JS M .A . ' JX. 

§. 132. „ Un Giocatore .estraendo da un'urna, la quale con* 
„ tiene palle ^bianche e nere, un numero .a di palle , scommette 
<j, che fra 1 qi^este .se ne provino almeno nnjiumfcro b jnere; quale è 
„ la probabilità ài guadagnare che ha questo Giocatore*. 

Se le palle estratte .si riponessero -successivamente nell' urna , 

questo Problema .sarebbe identico con 1\ antecedente: -senza questa 

condi?iope egli è diverso, poiché la probabilità distrarre una pal- 

.la varia da up tiro ,alT altro.,- variando ad ogni estrazione il niunfr» 

rei delle palle che si trovano nell* urna medesima . 
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Sia Ut il Domerò tojale delle palle; ; 

Sia h il numero delle nere": 

Sarà m — -n quello' delle bianche.'' " ... - • : - 

Indichiamo • al polito, per z> la probabilità quando gli re- 
stano* x tiri ol fare ed y palle here v addestrarsi ;: la probabilità ricer- 
cata .saràjs . ■ ■ . 

'• ', *. ' ' Pyk » . • > ..... , . f , - ., 

Ora avendo il* Giocatore fatto a -"— x estrazioni > il residuo 
nMmeip v to^lei : df}le,p^lft wWi»^ a o^i ft tt <*;rtr *i ? d avendo 

La probabilità adunque d* avere- nella: seguente estrazione u- 
iMLpalla nera v sarà. 

p = __".T-Z ; e quella, a averne una palla- bianca > sarà 

1 — — • 7} ■ ~ i f — „ ,■ . .a • - v •«■ % •* j \ -\ \ 

Avremo allora per risolvere* il Pfóblerita V equàzicuie 
z — ^rA^^z .+.- — -*-+*'•+ x-y z - \ ovvero 

*>y iu — *-+x * — I,jr— I* m — a-**x x~t,y 

• ■%/.%* r .. r „ 

i ; **• » •"."* • **»* '"•:.* ri* »'-..* ? »*• -*■ m ■ • 






essendo p = n — b\ p' = m — n — a-+ò; r==m — a. 

: . . " - fea^Óhàtà. ;4Ó^etsu ^eqtiaìiòile : cpnf V .eqpaziooeT \ à X del £ 

ioq.v ti'bveremo' * " •-.*<.-. 

i ^*=pHÌ^; >r _ fi=*--*.*"^-> V'V =iVH- &V- e^ perciò 

»-S J~ r- • ■«■ ■ ■»'' * -■ » * ■ ^ i p ■ • S ■■■■■■ & 

x,y ?•(>-+*)■ ' ^ v (/>'-»•*—>) x—y,o 



• • * 



\" :" l ~ .-H-ecA • % . . : ;•- ' "'■ , 

*— y — 2,0' J 

- • _ 

ora essendo ( \ WQ^z* ' ^=f l' quando ' s = o , ovvero s > oj ed 
z = o, quando s ^= »§gatiyo e fe* serie' superiore diverrà^ , 



5,0 
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?(>-fc ') V(r-4-*~ y—a) _ t jf (* -I- 1 ) (*— l)\ 

a VIP'-?*— 3— 2) 2.3.4 I*— y) J 

Facendo effettivamente i prodotti indicati dalle caratteristiche 
y , e quindi ponendo a per p?, £ per .y, otterremo la ricercata pro- 
babilità . 

Da questa soluzione generale si ricava quella del Problema 
antecedente. 

Supponghiamo in fatti Che sì ripongano nell' orna tutte le pal- 
le die s' estraggonó ; allora nei coefficienti dell' equazione non en- 
trerà nèflc, nby 9 né a» uh è; sarà p ss n , p = m — «,r=iB> ed 
avremo perciò 

V (p -+ y ì *==/ > V.(r -^- *) = r , vCp -*• * ~-j0 ^p' » 

^anque 

ma £ è ciò che al §. antecedente si è indicato per p\ K, ciò che sì 
è indicato per 1 — p : dunque 

Come abbiamo trovato al suddetto §. 

Per farne nn.esempio» sia 01 = 20, n=io, 6=8, ed avre- 
mo p= a , i>'== 8 , r= io; sarà dunque ( facendo pc=a— io, 
.^ = 6 = 8") 

« ~ ?(> , < ,> ).>v(y'*->) / 7(/4»l .g v(r-t-i) . 8.9 v 
io,* v(r-*-io) ^V(p'H-a) *V(f'-*i)^ a '/, 

^ _to.y.8. ? .6.j.4.3Xig. g fi^jit . 3» 8j|l .- 
io,8 20.19.18 1a.11 i.10. 9 10 s ' 

2 „s=J5#L = 0,011 circa 
10,8 92.32* 



ec. 
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E le le palle estratte si 'riponessero ;rielT ujiìa s' àfyébfo 
p = — , 1 — p— 4- e quindi 



* o = à'T 1 -^4-t-9}= ::ó » 55 circa.' . 

Jo,8 250 *- •* 

I Problemi II , V , VII , IX possono chiamarsi a Probabilità 
variabile , poiché la probabilità varia da un tiro all' altro : non' 
mi sembra che alcuno fin ora ne avesse date le soluzioni diret- 
te, come aveva fatto La -Grange per i Problemi IV, Vìi Vili (a)> 
a probabilità costante. 

P R O B h E M A X. 

§. 133. ,, Stimare la. sorte del Gioco della Bassetta (b) „. 

Per* esercitare sempre più i miei Leggitori nella difficile arte 
di mettere in equazione i Problemi sopra agli Azzardi, non credo 
opera, perduta il trattenermi a stimare la sorte nel Gioco della 
Bassetta . » 

Questo Gioco è stato calcolato ancora dal Celebre Giacomo 
Bernoulli nella sua Arte di Congetturare; la sagacità di cui fa 
Viso in quella analisi è degna di un tanto Uomo, poiché non co- 
noscendosi allora il Calcolo delle Differenze Finite.* mancava a 
quel Geometra il metodo diretto per sì fatte ricerche ; ma le for- 
mule date da esso non potrebbero servire per noi, poiché ìe no- 
stre leggi di .questo Gioco sono diverse da quelle calcolate da 
Bernoulli . 

Noi pertanto riprendendo la. questione dai suoi principj, ado- 
preremo un metodo diretto, e quanto siamo per dire servirà di 
guida a chi vorrà intraprendere la stima, della sorte in altri. Gio- 
chi* d' Azzardo .- • ' ^ 

Io suppongo che si coooscanQ la, leggi di questo Gioco per le 
Quali T unico vantaggio del Banchiere éòti siste nel riscuotere la 
metà della scommessa quando vengono i doppietti della carta gio- 
cata; e nell'essere in favore. del Banchiere^r ultima coppia di car- 
te che si sfogliano : cominceremo dal non considerare questo se- 
condò vaneggio > al quale avremo riguardò ixi ? Seguito ; * 
• Tom. I. -■-■■ - - O.o . ; 

__ * 

(a) Atji di Berlino 1775. 

(6) Si chiama anche Gioco del Faraone» 
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Sia 2x il numero delle carte che restano a sfogliarsi : 
1 Supponghiamo che la scommessa cada sopra la carta del 
Re, e" che vi sia una sola carta del Re fra le ax carte. : 

E N chiaro per la Tepria delle combinazioni .che let combina- 

zioni binarie di 20? qoantità sono 2 * (2 *~*\ ovvero x{zx — 1 ): 

ora il numero delle carte esclusa la carta del Re, sarà 2x — 1 > ed 
il numero delle combi nazioni binarie che possono farsi con esse 
sarà ( 2a? — 1 ) ( x. — 1 ) , dqlle quali non v$ ne è aJcijna che con- 
tenga il Re . 

Le combinazioni poi in ciascuna delle quali può ritrovarsi la 
calta del Re sono (zx — 1 ). 1 ; e le combinazioni nelle quali la 

carta del Re può trovarsi due volte , sono I(l ^ !<) = 



= 0. 

Chiamando adunque P la probabilità perchè il Re non sì tro- 
vi nel primo binario di carte che si sfogliano, ed avvertendo che 
la probabilità è eguale al numero dei casi favorevoli divisa per il 
numero dei casi possibili ( 20 ) , avremo 

( gy — f) ( y — i ) _ y — 1 
y(2y — i) y 

Chiamando F la probabilità perchè il Re si trovi nel primo 
binario , sarà 

t » 

y l 2x «— 1 ) y * 

e finalmente chiamando P" la probabilità perchè il Re si trovi due 
volte nel primo binario > sarà 



\H 



O. 



II. Supponghiamo adesso che nel numerò 2« di carte si tro- 
vino due Re . 

Il numero delle carte > fra le quali non si trovano i due Re, 
sarà ax — 2 : le combinazioni binarie di queste carte ., saranno 
J2*~ 3)(2*-->) __. ^ x ^_ j y^ ^ — 3.) : le combinazioni binarie nel- 

m 

le quali può trovarsi Una volta la carta del Re , saranno ( ix — 
a ) . 2 ; e quelle nelle quali possono trovarsi due . Re > sarau- 



so 



3.1 



1 . 
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Chiamando adunque P,F,F' le tre psdbabiiltà com$.: 
pra » ayremo 

P = (*— ')(**— 3) JK _- (2» — a). a p" 



IH. SoppoDghiamo cHe Del mimerò a* si trovino tre carte del 
Re e per un ragionamento simile * avremo 

(a* — a)(x — a) 

1 ■ ■ ■ * ii »— — ^g» 

> -*(a*~>-i) v ' ' 

F = (»* — 3) » 

F' = 



*(*X^l) 



GtJS 



te > sarà 

_ (2*— $)(« — «») 

F = (a* — 4) *4 
#(2tf — I 1 ) 

I" « 



Rammentiamo che P rappresenta -senile la potabilità the 
nella prima coppia .di carte non si trovi un Re ; F la probabilità 
che vi se ne trovi nn solo ; P" la probabilità che vi fce ne trovi- 
no due . 

$. 1 24. ^Risolviamo ora le principali <juesi»0ni che possono 
proporsi sopra questo Gioco. 

Prima questione 

Quale è la sorte dei Banchiere « del Giocatore x»Da prima 
coppia di carte ? 

Rappresentiamo per l'unità la scommessa* ed indicando per 
F la probabilità <T avere il Re nella prima coppia > sarà — la pro- 
babilità che il Re sia favorevole al Banchiere: e la sua sorte' sark 
( no, VI) =±= ~. 1= — : così essendo P" la probabilità che la prì- 

ma coppia abbia due Re , o sia un doppietto, e guadagnando in 
questo caso il Banchiere la metà della scommessa , cioè —, sarà 



P".JL==-^ U '.tanti del Batfchiere ia.yirtù del doppietto: Dunque 
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P" 

la sorte totale del Banchiere , sarà p "t p " . ' ' ' 

Egualmente la probabilità che nella pritna cqppia di carte si 
trovi nìp Rg favorevole al Giocatore è -5!, ^ quindi' la sua sorte in 

virtù di onesto Re sarà — • i = — ; e siccome venendo un doppiet- 
to, il Giocatore perde la metà della scommessa che. equivale a dire 
guadagna - , così per causa del doppietto la sua sorte sarà P" x 

, = — — : dunque la sorte totale del Giocatore > sarà p '"" p " . 

Sostituendo adesso nelle trovate formule i diversi valori di P' > 
P* avuti al §. antecedente per i casi I, U> III, IV r avremo : 



Ter il caso I. 



Sorte del Banch. 
Sorte del Gioc. : 



i 

2* 

i 



Sorte del Banch. = — — 



Per il caso II. 



2* ( 2X — ì ) 
4* — 5 



Sorte del Gioc. .. .. v 

2*(2# — 1} 

-".o • - 'j ^orteldelJBjincjh?. 

Perii caso III. 



* • 



•x{1x— 1> 



< « - . è * 



1 Sorte del Gioc: ^-p^. 



• "' 



*(3*— t ) 

Sorte del Banch, = -?- =£- ( e faoendo afs=a6)=iL 

! Sorte del Gioc. = -^ Lf 1 =-£2, 

E sarà soddisfatta la prima questione .' 
■ & avverta che le suddette espressioni (113^ rappresentano an- 
fcora le probabilità del Banchiere e del Giocatore per guadagna- 
re la. scommessa nella prima coppia di carte . 
,% ' §• ! ^5- Seconda Questione 

i ; ; Quale è la sorte del Banchiere, e quale quella del Giocatore 
jqnando si. sfogliano tante carte, finche venga la carta del Re, su 
\cni cade la scommessa ?" ' 
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Risolviamo questa questione nei quattro casi sopra considerati. 
I Caso, oia z funzione di x la sorte del .Banchiere*; u fun- 

X X 

zione di x la sorte del Giocatore. 

Nella prima coppia di carte può guadagnare il Banchiere ; 
può guadagnare il Giocatore; può nessun guadagnare; in quest'ul- 
timo caso le loro sorti si riducono a z ; u : ora la pro- 

Labilità ( §, antecedente ) perchè il Banchiere guadagni la scom- 
messa nella prima coppia di carte è -— ; dunque la sua sorte per il 

* 

caso che la scommessa finisca nella prima coppia, sarà— . 1 7 ov- 

t&X 

vero-^-. La probabilità perchè il Banchiere non vinca né perda 
nella prima coppia, o perchè la sua sorte si riduca a z > o 

X ~~ I 
I 

perchè esso guadagni la quantità z y h ( §. laa. ) -fLZLl^dun- 

X — ■ I X 

que ^Liz , sarà la sorte del Banchiere > se la scommessa non " 

XX — l ' 

finisce nella prima coppia : avremo adunque per rappresentare la 
sorte del Banchiere imi z -+ì»e perciò . . 

x x* — r 2* * 

/ 

1) z = - — z -f-JL, 

' X X X — I 2* 

lo stesso ragionamento ci dà: 

< 

vy X XX — I 2X ■ 

e dall' integrazione di queste due equazioni dipendono i valori 

di z y u . 

XX • • 

Per integrare l'equazione (r) io faccio ocz =p , ed ho 

XX- 

P x =P x -,+T> ondG P* + *=P*^T' A P* = Ì>P*=Ì2i, 
p = — a?-i-CI, e quindi z =— H- — : ora facendo x = i , si ha 

X là X 2 X 

z =JL- == -L_i.G, eC = o, dunque z = — • 

Nella stessa maniera troveremo u =— - 



II. Caso. Sia 2/ la sorte del Banchiere ; zz' la sorte del Giocatore 



2 
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Nella prima coppia di carte può guadagnare il Banchiere ; prò 
guadagnare il Giocatore; può nessun di i%v guadagnare . In quest* 
ultimo caso le loro sorti sono ridotte a z' % u . Ora ( §. 

antecedente ) la probabilità perchè il Banchiere guadagni la scom- 
messa nella prima coppia di carte è ** "^ -- ; dunque la sorte <$ 

esso per il caso che la scommessa finisca .nella prima coppia., sarà 
y^ 3 -? . ì , ovvero 4 * ~ 3 — . La probabilità* perchè non venga 

alcun Re nella prima coppia . di cane, cioè perchè al Banchiere 
non vinca né perda nella prima, coppia, o perchè la^sua sorte si ri- 
duca a*' ^ io perchè esso guadagni la quantità* _ • ,è (§. iaa) 

(»-i)<M--a>. donane ^'» <, : i V sarà la sorte dei Ban- 
chiere se la seomnjessa oipn termina nelle dné prime carter diiqgae 
la sorte totale del «Banchiere sar^ rappresentata da {*""'* ^ -» z- Hr 

_H=^ ; : t duQGne avremo 

>nn simile ragionamento fatto per il Giocatole , darà 

/ .\ ' («— i) ( ** — 3) .,* 4* — 3 

$.?J ■ * *(24p— i) te — * a*(a*— i) 

Per integrare 1' equazione ( 3 ) facciasi 
oe ( ax -r- 1 ) z' =»' » ed avremo da integrale 

v • > *■• ^e . . se. ' 

*' ass .* <*Lzil = JL poiché la costante trovasi eguale a zero . 

v te 2*l»# — 1) 2 r . 

Col medesimo artifizio integrando 1* equazione ( 4 ) é trova 

d' ora in avanti non aggiungeremo costanti, poiché determinando- 
le . si troverebbero = o . 
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III Caso. Sia rappresentata da z la sorte del Banbfiiere, e 

x 

da u quella del Giocatore: il medesimo ragionamento clie* ab- 
biaci fatto per gli altri due casi, applicato al caso presente, ci dà- 
queste due equazioni a differenze finite del primo ordine per. de- 



terminare z . u" 



1 2x — 3)(*— al [gf 



X ( 2# — I ) 



8*'— 8= 



# — I x\2x ~- 1 ) 



(5) *\ 

C 6 ) .... u 

' » *(£*'— I) X — I " X(2X— 1) 

Per integrare V equazione (5) poaghiamo *(a» 
p r sd avremo* 



(2Jf— »)(*— *) u " 

X>{2X— l) X— I 



3* — 6 
#(2*— 1) 






J? JP =~^Ì> __ -£3#— 3: facciamo ancfie(«>— r)jp» 
JP', =2?;, _ -h{ 3» — S) (*—*)* claH* quale 



:p' ed avremo 



» « 



*-¥ I 



J>,=3 



// 



3»*: sarà dunque* 

xl»—l)(2»~l) *(** — l). 



a{* — O 



a 



*" 



*(a* — 1) 



1 
2 



2(2*—!)* 

per integrare T equazione (6) pongfiiama x (2» 
questa diverrà 

g ==^7^2 ' H--3*— 6;ponghiamo , ora(a?— i)q 






*# 



q' r ed avremo 



g' = q H- ( 3» — 6)(x — 1 ) y dalla quale 

X X mmm * 1 

q' =Zff(3a?-— 3)1=32* (a? — i)=ac(a? — i)(x — a): sarà 

dunque 

*(*— 2) 



*(* — ì){x—%) X(X~2) 9 » _ 

* — I I ' X . X(2X — I ) 



2* — I 



• t 



IV. Gaso . Egualmente per questo quarto caso indicando per 
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z" la sorte del Banchiere , e per u'" la sorre del Giocatore , a- 

x ■ *• x 

vrerno le due seguenti equazioni 



(2* — 5)(* — 2) "/ . . 4^ — 5 



(7) *" = L==^i5Z2L'* 

VW # X(2*— l) *— I #(2#— l) 

/ Q \ '" ( 2X — &)(* — *) '" . 4X— li 

V ' X X(2X— l) X—\ *l2*—l) 

Le quali ridotte più semplici col medesimo artifizio ed inte- 
grate, ci danno " 

z" = -L, a" == («-i)("-3)^ ?(.y-s> > ovvero 



x a' ~ * a (2* — 1)(2# — 3) 



1» 2 (2* — I )(2# — 3) 

Resta così Sodisfatta la seconda questione • 

§. 126. Terza Questione . 

Ouàleè la sorte del Banchiere in virtù soltanto 'dei dop- 

pietti ? 

Ciò costituisce particolarmente il vantaggio ebe ha in questo 
Gioco il Banchiere , e lo scapito che vi ha il Giocatore ; ed il 
doppio di questa quantità forma la differenza fra la sorte del Ban- 
chiere e quella del Gioqatore , 

Jja .soluzione di questa questione si potrebbe ricavare dàlia 
considerazione delle sorti calcolate nel §. antecedente., giacche an- 
che nella questione attuale si suppone che la scommessa termini 
allorché si sfoglia la carta su cui si scommetteva.^ 

Pare considerandola indipendentemente -da ciò che e detto al 
§. citato; vedremo che indicando per 3' questa sorte nel sec.ondo 

caso; per sf la medesima sor-te nel terzo caso; e per z la sorte 

X 

nel quarto gaso, abbiamo, 

IL Caso ....*' ,== l£=L!ÌlH^l> H, J da cui *' = 

■ • • . • . s 

1 * • 



a(2*— 1) 



IH. Caso ....*" =<~=lliì=2-V - "4-' 

X *(2*— l) tf— I 



• . • z 



*(2*— I) X—l 2*l2*-l) * 



4(2* -^l) 



IV Caso ' z" — <»*-sK«-0 z'" H- 5-Ti • • • • *'" 



X 

4*— j! 



2(2A' — 1)(2# — 3) 
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Il ragionamento òol quale si ottengono queste equazioni , ed 
il metodo per integrarle sono simili a quelli seguiti per la secon- 
da questione: gli ripeteremo in dettaglio nella seguente ove sono 
più interessanti . 

§ la 7 ; Quarta Questione. 

Quale è la sorte del Banchiere e del Giocatore nel II; III; 
IV Caso , supponendo che la scommessa continui finché non sian- 
si avuti tutti i Re , giacche si suppone che sia il Re la carta 
giocata ? 

Non si considera il primo Gaso > poiché questa questione ri- 
cade allora nella seconda. 

Indichiamo per z > u le sorti del Banchiere e del Giocatore 

X X 

nel primo caso * le quali abbiamo trovate = — . 

II. Caso.. Siano -z' > u le dette sorti nel secondò caso . 

X X 

Nella prima coppia di carte può trovarsi un "Re, possono 
trovarsi due Re, può trovarsi nessun Re: in questo ultimo evento 
la sorte del Banchiere diviene z che equivale a dire se non 

viene alcun Re il Banchiere guadagna la quantità z' , e sicco- 

■X "— ■ I 

me la probabilità perchè ciò succeda (123) è ■ ~ *. ; _ "" 3 \ così la 

X \ m»X — • I ) 

sorte del Banchiere dipendente da questo evento ? sarà - 7 ! _~ z f 

X\1X 1 ) »v— I 

Nel primo evento la scommessa non termina , o almeno ri- 
comincia : così guadagnata o perduta che abbia il Banchiere la scom- 
messa = 1 gli resta la sorte z ; ovvero dal venire nella prima ' 

coppia di carte un Re, il Banchiere guadagna certamente la quan- 
tità z y e può anche guadagnare la scommessa 1 se il Re gli è 

X 1 

favorevole. La probabilità che si trovi nn Re nelle due prime car- 
te è — *~ _ '-j (123); la probabilità perchè il Re sia favorevole 

al Banchiere è 2 *~~ 2 : dunque per causa di questo primo even- 
to la sorte del Banchiere sarà 

Tom. L P p 
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Nel secondo evento il Banchiere guadagna la metà della scom- 
messa =i-, ed essendo la probabilità che accada questo secondo 

evento ' ■ > la sorte da esso dipendente sarà 



*(2*— 1) L x(2x— 1) a* 

Sommando adunque le sorti dipendenti da questi tre eventi 
possibili , avremo V espressione della sorte z , e perciò 

4P 



(* — !)(»* — 3) * . 8#— 7 



4f 4f(24P — I) 4P— I 2Jt(*4P — 1) 

da un si mil ragionamento fatto per il Giocatore risulta 

(*— 1H2*— 3)„a „ fcr— * . 



(2)....^ = l£rilIi2£zJLV 

V J X *t2« — l) 4P— 1 2«CM— lì 

queste equazioni integrate ci danno 

4P 2(2* — J)* 4P 2(2*— l) - 

III. Gaso. Siano z' , u le sorti del Banchiere e del Gio- 

XX 

catore: nella prima coppia di "carte può trovarsi un Re, possono 
trovarsi due Re, pnò trovarsi nessun Re. In questo terzo eventò 
( noi facciamo il ragionamento per il Giocatore ) la sorte del Gio- 
catore diviene u , ovvero in questo terzo evento egli guada- 

gna la quantità u : la probabilità perchè questo eventò succe- 

• • • 

da è < 2 *— 3)J*—3> i dunque la sorte del Giocatore per causa di que- 
sto avento sarà <"fLzÌL<JL=2> u " 

X(2X— l ) * — 1 

Nel primo evento vinca o perda il Giocatore gli resta sicu- 
ramente la sorte u _ del caso precedente : la probabilità perchè 

accada il primo evento è 6x ~~^ j e la probabilità perchè Y even- 
to sia favorevole al Giocatore è — 6 *~ 9 — : dunque la sorte dipen- 

24? ( 24P — 1 ) * 

dente dà questo evento è 

6x—g / É 6x— 9 . 6x — 4*-9 . J*Tl. 9*—l8 

- - ZI *-J* . I "~~ — 



4Tl«— i) Jf— l * 2X(2X— ij X K ZX— i) 2(-'4P-3) 2*VJ4P— l) 4P(24P— l) 
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Nel secondo evento il Giocatore perde la metà della scom- 
messa , e gli resta la probabilità di guadagnare u _ : nella conti- 

nuazione della scommessa , ovvero nel secondo evento egli guada- 

gna la quantità — — -+ u _ = — -J- H- — = o ; la di lui sorte 

adunque in virtù di questo evento è = o . 

La somma delle sorti per i tre eventi che possono aver luo- 
go nella prima coppia di carte, sarà eguale alla sorte u" * ed avremo 

f \ -/' (2*— 3)(*~ *) w * 9U-2) . 

VO/ X #(2*«— l) *— I *(2«— l) 

un simile ragionamento fatto per il Banchiere conduce all' equazione 

(4)-..'.»" = t«-8H»-»y ^ 6(8Jf-4) ; 

queste equazioni integrate ci danno 



*/ 



* =3*^3, tf __3*-« 



* 3*— 1 « 2*— I 

IV. Caso . Siano z" • « '' le sorti del Banchiere e del Gio- 

XX 

catore, e ripetendo gli stessi ragionamenti che abbiamo fatti per 
gli altri casi , avremo queste due equazioni 

f*\ a "' _ (a*— 5)(* — 2) 3"' , . 24(y— 8)* ^- 3(4*— ì) -*- (4Jg— S)( a*— 3) 

* 3 ' -# ' * *(2*~ 1) *— i*"** *(2* — 1 ){2x — 3) 

(6).... a" ===^=^1^-— tt /v . 24(*-3)(*~3) -l- 3(4*-9) -+ (4* - ' 0(2* — 8 

* ' * * ( 2* — 1 ) jf — 1 • *(a*— i)(2*— 3) 



le quali bisogna integrare per aver la soluzione della questione . 

Facendo uso dell'artifizio adoprato per l'equazioni del §. 124, 
queste si riducono all' integrazione di semplici funzioni > e si trova 

r '" "4*— 5 T /" 4*—» 

*> — > ££ — — — . 

X 2* — I * 2*— 1 V 

In fatti per V equazione (5) facciasi x (aa? - 1 - 1) s'" =p * ed avremo 

_(a *-S)(*-2) b t 24(*-2)»-+3(4*~?)-4-(4«--6)(g*-3) ; 

(x—\)(2x — zrx—i 2*— 3 

facciasi (a? — 1 ) ( 20? — 3 ) p =p' > ed avremo 



P / ,=P jr _ l H-{a4(«--a) m H-3(4« — 7)~K4* — 5)(2* 
3)} (* — 1), ovvero 

i)> e riducendo 
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r X-¥ I * X ° 

integrando ora qnest* ultima equazione, avremo (15) 

p' t=322a? 5 — 422x z -h i62a?^=8x a (a7— 1 )* — 7«(*— 1 )(2# 

i)-h8a?(a; — 1), ovvero 
p^= a; (a? — i)(2tf — 3) (4^* — 5): sarà dunque 

» {X~ l)(2* — 3) ^^^ *> ' 



A* 



a'" 



* — *U*-\0 4*— 5 



* * ( 2* — 1 ) * ( 2X -— l ) 2* — l 

Nella stessa guisa si troverebbe il valore di u" . 

Le costanti si tralasciano ,- perchè si troverebbero = o . 
§. 1 28. Se alle sorti del Banchiere qui sopra calcolate s' ag- 
giunge la sorte che nasce dall' ultima coppia di carte che è sem- 
pre vantaggiosa al Banchiere, avremo nei diversi casi le effettive 
sorti del Banchiere medesimo. Questo aumento di sorte per T ulti- 
ma coppia nasce e dalla probabilità che la carta sia favorevole al 
Giocatore ( che nell'ultima coppia (123) è in favore del Banchie- 
re ) e dalla metà della, probabilità perchè si abbia un doppietto . 

Questo aumento di sorte è dunque eguale albi sorte del Banchiere nel- 
la prima coppia di carte : dunque indicando per A questo aumentò , sarà 



I. Gaso . . 


• '• J\. 


I 

2* 


II Caso . . 


• • ZjL ^^ 


. 4* — 3 


.LA» V^C4t?V/ • • 


2#(2X— 1) 


III. Caso . 

TV Cnsn 


• • % -A. ^= 

. . . A = 


. 3* — 3 

X-( 2X — I ) 

4* — 5 



x (2*— I ) 

Queste quantità devono togliersi dalle calcolate sorti per il 
Giocatore per avere le vere sorti del medesimo . 

Se si fa 37 = 36, avremo per la quarta, questione nel Caso 
IV, cioè quando comincia il gioco., 

Sorte del Banchiere = i^=A H- **-* = &± : 

2# — l X(2X— I ) 26.51 

Sorte del Giocatore = 4 -^H — JL"J- = "S& : 

2JC— I X (2X — 1 ) 26.5I 

diinque indicando per S la sorte del Banchiere, e per. 5 quella del 
Giocatore , sarà 
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S:6 : : 2673 : a 3*9 : :: ll S : 10 ° circa. 

Ciò mostra, che il guadagno assoluto del banchiere in tutto il gioco 

è il quindici- per — circa ( a ); , 

e facendo # = 26 nella seconda j questione si trova che 

S : s : : 108 : 100 circa. 



IP. APPLI C A ZIO N E 
Del Calcolo, delle Differenze Finite alla Geometria . 

§. 129,. I L Calcolo delle Differenze Finite ha la sua appli- 
JL cazione ancora nella Teoria delle curve. Tutte le 
proprietà ed affezioni di una curva le quali appartengono a punti 
le di cui ascisse differiscono fra loro di una quantità co, s'esprimo- 
no analiticamente per equazioni a differenze finite: Se dunque data 
una curva: vorremo alcuna di queste proprietà v faremo uso del cal- 
colo diretto delle differenze ; e se dalla* cognizione di alcuna di 
queste proprietà ritrovar dobbiamo la curva, sarà " necessaria Y in- 
tegrazione dell' equazione che esprime quella proprietà» medesima . 

Sia infatti y = <p ( x ) l'equazione di una curva qualunque: fin- 
che a; rimane indeterminato e capace di ricevere qualunque valore 
possibile*, l*ordinata\y_può appartenere a qualunque punto della 
curva secondo il valore che è dato ad x: Supponghiamo ora che x 
divenga wTH-w, avremo allora y' — <p{ x H-w), e quantunque que- 
st'equazione esprima delle ordinate distanti dalla prima della quan- 
tità :jo, pure aucQra essa rappresenterà quella curva, ed anche que- 
sta seconda ordinata y potrà appartenere a qualunque punto della 
curva, finche x rimarrà indeterminato: lo stesso si dica di una ter- 
za equazione y" = <p ( x H- 200 ) , e così di seguito ; 

------ -■--..■' ■■-■ - — ------- 

**. * 

(a) Supponendo che un Banchiere tenga Banco per quattro ore per sera, 
che faccia quattro giocate in un'ora, e che la totalità delle scommesse ( con 
cut si principia un gioco che si continuano finché sìa«no uscite tutte le carte 
delle dignità sopra le quali cadono le scommesse medesime ) sia di 25 Zecchi- 
ni , il guadagno del Banchiere sarà in quella sera di 60 Zecchini. In 360 ser© 
questo Banchiere guadagnerà 21600 Zecchini; eppure si trova chi va a «com- 
mettere contro il Bauchiere! Questa è una riprova che i Goffi sono il pairimo* 
tuo dei FuvVn. 
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Ora , se qualunque sia x , una proprietà o affezione della cuf- 
va appartiene ai punti delle ascisse xì a?H-w; a?H-2w ec.', e del- 
le ordinate £>(#), p(a;H-w)> p(a;-4-2(o) ec. , si concepisce fa- 
cilmente che questa proprietà potrà analiticamente essere espressa 
per una equazione fr,a ,#;, w> e le quantità p(#)> ^(tf-hw)* 
^(ac-i-aw) ec. , le quali determinano le posizioni di quei punti; 
cioè per un' equazione a differenze finite . L* integrale poi di una 
tale equazione ci determinerà la forma di <p(x)\ se questa sarà 
incognita , ci xjtirà cioè Inequazione fleUa corva cui appartiene quel- 
la proprietà . Premessi questi principj venghiamo a delle particola- 
ri ricerche . 

Data la curva ( Fig. i ) EF espressa dall' equazione y = 
p ( x ) y proponghiamoci „ di condurre per un qualunque di lei 
„ punto M una tal secante SMM' , tale che la porzione MM' cor- 
„ risponda alla differenza delle ascisse PP' = w » • Per questo tro- 
viamo il valore della subsecante SP . 

/ 1 triangoli simili SMP , SP'M ci danno SP : SP -h PP' : : MP : 
P'M', cioè SP : SP -+ w : : <p(x) : <p (a?-H w)> e quindi 

SP = »»<«> = j!2L. = 2L i questa sarà V espressione ana- 

litica della subsecatite SP per qualunque punto della curva : tro- 
vato il punto S , si condurrà per S re per M una retta , ed avremo 
la ricercata secante SMM' . 

Se con alcuno dei metodi che sogliono insegnarsi neir intro- 
duzione ali 9 Analisi sublime <> supponghiamo sviluppata ili serio 
secondo le potenze intiere e crescenti di <*) , la funzione <p(x-hu)> 
e che questa serie sìa 

<p(x^u) = <p(x)^pto^qwi l ~+* ec potremo dare un'altra for- 
ma air espressione di SP, ed avremo 

SP = <p (x): (j>S-9w-*-rw*-J- ec. )s 

ora la secante ( Fig; a ) MM' diventa tangente quando MM' = ó , 
ovvero quando co = o; dunque SP ( che diviene allora subtangen- 
te ) «ara in questo caso = <p (a?) :p. 

.„ In una curva per tanto , qualunque siasi , la subtangente è 
4 i eguale air ordinafa $ ( x ) divisa per il coefficiente della prima 
„, potenza di w nello sviluppo di p(tfH*w)»* ricavasi di qui la 
regola per tirare una tangente a qualunque punto <li una curva data • 
.§. 1 30. Ugualmente qoud ucendo nel puntò M ( Fig. 1 ) la linea MN 
perpendicolare alla secante* troveremo il valore di PN,.^d avremo 
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lorchè per. la supposizione di co — o, la secante diviene tangente 
( Fig. 2 ) , la perpendicolare MN diventa normale alla curva , e 
PN subnorinale: la subnorinale adunque sarà PN = p(a?).p = 
yp ; cioè „ la subnormale corrispondente ad un punto qualunque 
„ di una curva sarà eguale all' ordinata di questo punto moltipli- 
„ cata per il coefficiente p „ . E x tanto facile dopo- tutto quésto 
trovare le espressioni analitiche dell' intiera secante SMM* e del- 
la perpendicolare MN , che credo inutile il trattenermivi ; solo* 
avvertirò che trovati i valori della secante e dèlia perpendicola- 
re- ad essa, possono aversi su! momento le espressioni dèlia tan- 
gente e della normale alla curva col fare a) = cr; anzi quest* ul- 
time espressioni potranna ottenersi per mezzo; di quelle della sub* 
tangente, e della subnormale che abbiane già: date; in fatti ciascu- 
na di queste linee rappresenta V ipotenusa d* un triangolo rettan- 
golo di cui sono dati i cateti . 

Per fkrne. un quafche esempio cerchiamo Fa subsecante nel- 
la parabola . 

Sia w la differenza delle due ascisse : l' equazione della pa- 
rabola* è ^* = aa?, ovvero y>=zy/ax; sarà percià 

y =V(a(«HrW)) > e quindi la subsecante 

cp- qy. __ t*ja x 

Facciamo co = — cioè alla metà del parametro* ed: avremo* 



SP 



2' 2 



V ( *X ■+•— ) — */ox: *j \x -¥ — ) — *Jx 

A 2 



Per averne la subtangente incomincieremo dà sviluppare in ! 
serie la funzione V(cl(x~ì*w))* ed avremo 



x 



Va ( x -+ w ) = y/a . fx* -fr ~ x a .w-f ecj, e perciò' p = 

— a? *.y/a, onde SP = V(ax):—x 2 Va = a x : cioè nella P& 

rabola Apolloniana la subtangente è doppia delV ascissa cor- 
rispondente . 

§. 131. Proponghiamoci ora di ritrovare là curva di cui è 
conosciuta la subsecante . 
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«ta alla subperpendicolare PN come * ■: nfof è una parabola &* 
polloniaiajL . 

Per risòlvere un altro Problema , proponghiamoci di trovai 
re una curva, nella quale le ordipate -distanti fra loro della quan- 
tità w, siano Aali che la somma <Iei quadrati eguagli il loro dop- 
pio prodotta . . : '^ 

Una tal .condizione evidentemente è .espressala ques£equazione 



« . -.* 



y\ -~\*y =?=Ay y % qvvero 

y* — ay .y . -+:?* = o> la quale si riduce -ad * 

y =y i e dall'integrale di guest* ^equazione <dipen<j£ Ià\sd- 

luzione del Problema . 

'Integrando quest'equazione , si trova y =*z, essendo u una 



costante arbitraria ; dunque la curva cercata è una lìnea paralle- 
la distante èàiY asse degli x di una quantità qualunque a- <]iò 
è per se medesimo -evidente . . . 

£ 132 JJ equazione y =tz^ appartiene > come abbiam det- 
to , a<J nna parallela alP asse dell' ascisse : questo però succede , 
allorché a è una quantità che si conserva costante , qualunque 
aumento riceva la .variabile a:; se poi per le condizioni del Pro- 
Llepia -si' ricerca solò che a sia -costante quando x aumenta di u- 
na certa determinata quantità w ( e questo è il caso nel * quale 
y =a e V integrale xtelT equazione j> — y ss= o ) allora quest* 

equazione y =r>a non appartiene più alla . parallela suddetta ; ve- 



diamo adesso cosa tale equazione lignifica in questa -supposizione. 
.Abbiamo al §. ,80 trovato y *= <p ( cosampx y senampx ) 

per esprimere T integrale completo dell' equazione > 

y — y =0. La quantità p { cosimpx, sen ampx ) rappre- 

senta una funzione qualunque arbitraria di cos nmpx, e di senx 
2mpXj la quale non . càngia valóre quando x d.viene x h- t ; 
ap rappresenta la circonferenza di un circolo, ed m un qualun- 
que numero imktfó e positivo. Facciamoci- più semplicità m—i , 
e riflettendo che per noi la differenza finita dell' a?, è w, avremo 
Tom. L Q q 
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y =<p(cos^y$en*-^) per rappresentare V integrale di 

Prendiamo adesso (Pìg. 3) AP = « e PM = ^(«w*^, 

sen^). Sia PF = FP" = FF" = ec = «; ed è chiaro che 

alle ascisse AF= » H* w , AF' = * -*• aw ec > corrisponderanno» 
le ordinate P'JVT ; F'M" ec. , eguali* fra loro ed eguali* alla pri- 
ma PM , poiché- 

T& lai *. 

« ebe per i piutti M , M' , M" eet ,- prò passare ima» linea retta; 
parallela all'asse dell'ascisse AB -, 

Dando poi ad « tutti i valori possibili • intemiedf fraj a* ecl 
V «4- Wi fra oph-w, ed ac-j-aco; fra ar-t-aio, ed ae-t- <?w ec .,- avre-: 
-mo le porzioni di curva M/aM'; Mm'M'; M' m' , M w ec. , tutte e- 
guali e. simili, ed in conseguenza le ordinate pm;pm'\ p"m"ec r 
distanti fra loro di w, saranno anche eguali fra loro-. Infitti fa,* 
ceodo Vp = &x y avremo 



•• t 









* * t* te 



6 perciò pm~j>m =p ra = ec. 

" L'equazione adunque y x — <P (cos*Ì£- > sen^) rappresente- 
rà la curva WmW mW m^r mW* ec. , 

* Siccome la funzione p è arbitraria si potranno egualmente 
avere infinite curve follo stesso genere che soddisfaranno all'è- 
quazione ^ 

y =* p ( cos 2È* , sen ->- ) , come per esempio 



a 
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ita a a a ce. r b.b b. b o ec. 

§• 1 33- Noi abbiamo fin ora tacitamente supposto die le coor- 
dinate a: ^ fossero riferite a due assi ad. angolo retto fra loro: 
éupponghiamo adesso che le ordinate partano tptte da nn centro r 
• che le ascisse siano prese sopra nn arco di circolo. 

Sia dunque ( Fig. 4. ) AP =■ x f GM=y$ e la curva Elf 
farà espressa dall' equazione jf, = p ( * ) . 

L* integrale dell' equazione. A>! = o. f . ovvero y — y =r 

« et ancora in questa supposizione* jr ==<*, essendo a una* coi 

Stante arbitraria.. Una tale equazione ,y = a rappresenta il cuv 

colo MM'H di. raggiò CM ==a f quando la quantità a- deve rei- 
star costante , qualunque sia V aumento che* riceva, la * • 

Questa equazione poi rappresenta ( Fig. 5- ) tutti, i poligoni 
^rcoscritti. al circolo, come MMOtt^BT ea , M/nMWM'W'ec, 
jquando la. quantità, a deve conservarsi costante per un determi n ai- 
to aumento co che. riceva la »* ovvero quando essa. ha la forma. 

Si* vede adunque efie y = a è? V equazióne dèi circolò; e 
yt ^Kp^seri 2 **) gqs ^) è r equazione dei poligonrad esso concentrici. 






Se w è eguale al 6 della circonferenza ap, la suddetta equa- 
zione esprime la famiglia generale degli Esagoni; se u>è eguale al 
qpinto-della medesima, circonferenza > T equazione esprime ]sl fa- 
miglia dei Pentagoni , e così di seguito. Tutto questo dipende da 
un ragionamento simile a quello- fatto al § antecedente per le coor- 
dinate ortogonali; abbiamo perciò creduto mutile di ripeterlo; so- 
lo avvertiremo che l'equazione particolare di ciascun poligono di- 
pende dalla: determinazione della funzione arbitraria: p. 

£ 1 34. 1/ equazione y = p ( x ) rappresenta una curva quan- 
do x può ricevere tutti gli aumenti possibili , ed in conseguenza 
tutti' i valori che ci piace di dargli . Ma allor quando per i dati del- 
la questione, o per là natura Sfessa della funzione , i suoi aumenti 
sono assoggettati ad mia certa lfegge ( per il che non può- egli rice- 
vere tutti i valori possibili ) Y equazione *y= p( x) r ci- dà dei* pun* 
ti separati; e se questi si considerano uniti con delle linee retto* 
essa ci rappresenta allora un polìgono rettilineo. 



i 
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Cerchiamo per esempio la curva .di coi ja subsecante sia^sì* 5 , 
Sapponghiamo cp = 4 , ed avremo ($ 131.) " ; . 

.? . , ^ ( «■ri* * )^ » "l' iotegrale della quale è jr = Aè*' f * "*" f \ ov* 
vero (§45 )y„ *= .A».(y-— 1 )(#^ j») . . . . 3-ja. t . Jjb lettera A 

.esprime la costante arbitraria . 

jl/ .ordinata j> .adunque è una tal funzione di a?, -che x -deve 
essere sempre un jiurnero intiero e positivo . Sarà pertanto un poli- 
gono rettilineo quello, che soddisfarà ^lla questione , .pel quale co^ 
verrà però. considerare ,i vertici degli angoli -come i soli punti .do^ 
tati dejla ricercata proprietà . -Così ( Fig. 6 ) prendendo O pei- ori- 
gine delje ascisse ,-e facendo OP = FF'= P'"P"' == ec. = ;j ; PM±= 
A ; Mrpj » A ; F'M" == 1 a .3 . A ; F V M W = f . a . 3 . 4 A ec> 
il , poligono MM'JMT'M'" : ec. , sarà la curva richiesta > 

,À1{€ ,84. ..abbiamo integrata l'equazione &/=,«*» ed ab- 
biamo provato le quattro equazioni y =aoc -i- A, y = — ax-J- 

A'\ y ==.r- A ( ~ ,1 )*.-* B ; v = ± ( — ' 1 )*„-*- B .che vi soddisfa»- 

210. La prima. e la terza di queste equazioni sono geometrica mente 
rappresentate ne|larFig. 7-\la linea EP -rapprese* a Ja .prima eqna- 
£ippe v e la serie^ei punti M>^S;M'\ec. r che formano ,i vertici de- 
gli .angoli del .poligono MM'M" ea, e che , corrispondono alte 
ascisse AP== f i.; AP" = a i AJP"'== 3 eq.*, rappresenta ;la terza ,e- 
quazione : ilo .stesso ;S* direbbe deHa seconda e della quarta . 

Non ct.trattenghiarao di più sopra qneste ricerche » eponghia- 
tuo termine a questo Trattato del Calcolo delle Differenze Finite > 



fine del Calcolo <delle pifferenze finite. 
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